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CHAPITRE PREMIER. 

Disposition des couches atmosphériques . 

ffércnce entre T élasticité absolue et V élasticité spécifique d'un fluide 

aèriforme .... . numéro i, 

Uélasticité absolue d'un air est la force à laquelle il fait équilibre , indépen¬ 
damment de sa densité. Elle est proportionnelle à la hauteur du baromètre , 

sauf aux réductions qui sont à faire . . ... 2. 

L'élasticité spécifique d'un air est le rapport de son élasticité absolue à sa 
densité . C'est l'inverse de ce qu'on appelle communément pesanteur spéci¬ 
fique d'un air . 5 * 

Table des élasticités spécifiques des principaux fluides aér if ormes , à la tem¬ 
pérature de dix degrés de Réaumur ; d'après les expériences de Kirwan . y. 
Problème concernant l'équilibre mutuel de différais fluides aèriformes. Ap¬ 
plication au thermomètre de Drebbel .. S. 

Les masses et les élasticités spécifiques de deux fluides aèriformes étant don¬ 
nées , on demande l'élasticité spécifique de leur mélange ? Il faut multiplier 
la masse de chacun par son élasticité spécifique, et diviser la somme des 

produits par celle des masses .*.. 1 4 * 

Dilatabilité d'un fluide aènjormc , à un degré quelconque de température . 18. 

Connaissant les masses , les élasticités spécifiques , et les dilatabilités de 
deux fluides aèriformes , on demande la dilatabilité de leur mélange * • 21* 

Dilatabilité de l'air commun , à la température des caves .22. 

L'élasticité spécifique d'un air n'est pas fonction de la chaleur seule. L humi¬ 
dité y entre pour le moins autant que la chaleur. Le thermomètre ne suffit 
pas pour déterminer l'élasticité spécifique d'un air, aux djfferens degrés 
de température. Cette dernière ne peut être déterminée avec quelque préci¬ 
sion , qu'en y employant le manomètre . ... • • • • * 

Explication des principaux charactères dont on se servira datis la suite de 
cette analyse; savoir {fig. /. ) 
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a ... v....... rayon de la terre , C B . 

y .. distance au centre, C P. 

x=zy — a .. . hauteur 0 P au-dessus de la surface du globe. 

i et P . pesanteur absolue en B et en P. 

1 et E......élasticité spécifique en B et en P. 

i et Y . densité du fluide en B et en P. 

£ et H .... .hauteur du baromètre en B et en P. 
m . densité du mercure . n c . 


Equation générale entre la distance au centre y , et la hauteur barométrique 
H , qui lui répond. Elle est —PHdy=zmBEdH. La soutangente 
de la courbe barométrique en P est donc m B E : P. Incertitude sur 
Vélasticité spécifique de l'air dans les hautes régions de Vatmosphère . . 
Le rayon de la terre étant supposé infiniment grand , et Vélasticité spéci- 
' fi que de Vair étant supposée constante dans toute la hauteur de l’atmos- 
phère , la courbe des hauteurs barométriques , ainsi que celle des densités 
de Vair , sera une logistique , ayant pour soutangente m B. On prévient 
que cette ligne sera dorénavant désignée par h : elle est généralement pro¬ 
portionnelle à Vélasticité spécifique de Vair . 

A 16 | de Réaumur , la soutangente h est égale à 4 34 3 toises. {Nous don¬ 
nons cette observation de Deluc pour ce qu’elle est. Celles de Schuchburgh 
‘ sont bien loin dè la confirmer. On a déjà dit que l’élasticité spécifique 
de Vair n'est pas fonction de la chaleur seule : et que pour être bien dé¬ 
terminée , elle a besoin du manomètre ). 

La dilatabilité de Vair , à la température des caves , est fixée à un deux- 

cent-trentième par degré . 

On prévient que le rapport du Sinus d’incidence au Sinus de refraction , le 
rayon passant de Vair dans le vuide , sera désigne par 1 : 1 -f- *>. La 
• lettre u est proportionnelle à la densité de Vair près l’horizon. De plus , 

on employé la lettre n pour désigner la fraction -j— . 

JJélasticité spécifique de Vair étant supposée constante dans toute la hauteur 
de Vatmosphère , la réfraction horizontale , exprimée en parties du rayon , 
est égale à la racine quarrée de \ n u n , multipliée par la série très- 
convergente 1 An-\- B rr etc. On donne les valeurs numériques des 

coèfficiens A , B etc. On peut prévenir le lecteur , qu'en divisant Vuni/é 
pur (1 — trouvera la valeur très - approchée de la série 
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B etc. et qui? alors il pourra se passer de V emploi des 

coèfficiens . . . . . ’ 

Examen des trois tables de Bouguer , dans la zone torride. Dans toutes 
les trois , la réfraction horizontale se trouve conforme à la formule de 47: 
ce qui confirme la supposition d'une élasticité spécifique constante dans 

toute la hauteur de l'atmosphère . » . 

Examen de la table de Lacaille. La refraction horizontale y est plus giande 

d'un tiers , qu'elle ne devroit être d'après la théorie . 

Examen de la table de Lalande , calculée par Bonne. Elle laisse une diffé¬ 
rence d'un, sixième entre l'observation et la théorie .• • • 

Examen de la table de Bradley. La différence entre l'observation et la 

théorie n'y est plus que d'un dixième . 

Examen de la table de Newton. La réfraction horizontale s'y trouve par¬ 
faitement conforme à la formule de .. 

Réflexions sur toutes ces tables. Il ne parait point prouve encore par les 
observations, que dans la disposition des couches atmosphériques, la 
nature se soit prescrit une- autre loi que celle d'une élasticité spécifique 


constante. Cependant , pour ne rien 


laisser à désirer dans cette analyse , 


et voulant substituer à B une fonction convenable de la hauteur, on pro¬ 
pose pour la courbe aux élasticités spécifiques , une logistique, dont la 

soutangmte est désignée par g . 

L'élasticité spécifique E étant supposée égale àe * , on prouve que les 
densités de Pair peuvent être très- sensiblement représentées par les or¬ 
données d’une nouvelle logistique , ayant pour soutangente Cette 

nouvelle soutangente est désignée par s : et c’est elle qu'il faudra em¬ 
ployer à la place de h, dans le calcul des réfractions . 

On employé la rfraction horizontale de la table de Bradley, pour fixer à 
*7.83 toises la longueur de la ligne g, soutangente de la courbe aux 

élasticités spécifiques . . • *. 

La courbe aux hauteurs barométriques est bien moins affectée par la sup¬ 
position d'une élasticité spécifique décroissante. La différence ne com- 
men ce à être sensible qu'à des hauteurs , dont la mesure trigonométrique 
est absolument incertaine. . 
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Est-il probable que la courbe aux élasticités spécifiques soit sensiblement . 

affectée par les variations-de Vatmosphère? . .. ré. 80. 

Table des soutangentes de la courbe aux densitésqui répondent aux dif- 
férens degrés du thermomètre de Réaumur , tant dans la supposition 
dé une élasticité constante ^ que dans celle d'une élasticité décroissante . . 83. 

La s eu/an gen te. aux élasticités .spécifiques est-elle la même à toutes les lati¬ 
tudes? Il y a des raisons de croire ,, quelle décroit de l'équateur vers 
les pales .. 83 . 

CHAPITRE SECOND. 

Principes généraux de la route de la lumière 
par les airs . 

La réfraction de la lumière est Veffet de Vattraction que les corps transparens 

exercent sur elle .. ]. 

Il attraction des corps sur la lumière ne s'étend qu'à de très-petites distances a. 
La trajectoire que décrit un rayon de lumière , en passant par une atmos¬ 
phère composée de couches sphériques et concentriques , est identique 
avec celle , qui auroit etc décrite par un corps , animé d'une force accé¬ 
lératrice , dirigée vers le centre , et proportionnelle à — d Y : dy . . . 3 , 

Dans le passage de la *lumière par une atmosphère quelconque , disposée par 
couches sphédques et concentriques , les différences d< s quarrés des vi¬ 
tesses sont partout proportionnelles aux différences des densités .16. 

Etant donné le rapport du Sinus d'incidence au Sinus de réfractiondans le 
passage d'un air de la densité M dans un air de la densité IV, déterminer 

le mèmè rapport pour des densités quelconques .. . J 9. 

Le rayon passant de Voir dans le vuide, la fraction co sera constamment 

proportionnelle a la densité de cet air . h t. 

On désigne par A l'angle IBP , distance apparente au zénith ; par t, la 
perpendiculaire C T; par Ç Üangle au centre BC P; par R la cour¬ 
bure de lare B P qui lui répond. De plus , on introduit les lettres k et v, 

,, •> 7 s 5 m. A 

pour représenter dune maniéré plus abregeeles,jradions -— - et 

a S in. A 

..•.. 

y 

On déterminé des expressions des deux différentielles : savoir , 
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n®. 28, 


La dernière de ces deux différentielles étant développée ensérie , Y intégration 

de chacun de ses termes revient à celle de e V d v , dont Yintégrale est 

réductible à e* ° (c V— c 2 V' + c 3 F'" — etc.) ; série d 9 autant plus con¬ 
vergente que la fraction c sera petite , ce qui est précisément le cas des 
réfractions astronomiques .. 30. 

W-.c 

Digression sur Yintégrale de e V dv ; les lettres V et W désignant des 
fonctions quelconques de v , et c désignant quelque très-petite fraction . . 32 . 

sra+i 

La fraction V étant telle , que V 2 soit égale à v*, divisé par (1 — v v) , 
ce qui est le cas du terme général de d R , on détermine la loi generale 
de la progression que forment les rapports différentiels V ', V" y V A/ etc . 41. 

On désigne par t la tangente de la distance apparente A ,* et par c la petite 


fraction ~. Premier cas , n r= o. Il en résulte la série t — c t 3 -f- 
a 


3 c 2 P — i 5 c 3 t 7 -{- io 5 c 4 P — etc.. ... 4 ^» 

Second cas , n=z\. lien résulte la série t 3 — 3 c 1 5 c 1 t 7 — 103 c 3 * 9 -{- etc. 4 5. 

Troisième cas , n == 2. Il donne la série P — 3 c t 7 -\- 33 c 1 1 9 — 315c 3 1 11 - ]- etc . 46. 

La refraction astronomique ^ depuis le zénith jusqu 1 à 82 degrés de distance 3 
est égale à a t , multiplié par 1 — ( c — |> u ) 11 3 c (c — |ûj) P 

—15 c~ (c_g o>) P-\- etc . Les refractions calculées d'après cette série , sont 

un peu plus petites que ne les auroit données la réglé de Bradley : les diffé¬ 
rences , sensibles depuis 70° de distance , vont tres-regulierement en crois¬ 


sant jusques vers 8 4 degrés .. 

La refraction est proportionnelle à la densité de Y air , depuis le zénith jus¬ 
qu'à 84 degrés de distance apparente . 49 » 

Au-delà de 84 degrés , la série que nous venons de trouver , divergente à 
Y infini , devient absolument incalculable. Pour résoudre le problème alors , 


H faut une classe de quantités transcendantes entièrement nouvelle , et 
ji ayant rien de commun avec les fonctions ordinaires de l'analyse . On 
reserve p our le chapitre suivant l'examen de ce que deviennent ces nouvelles 
fonctions dans le cas de .. ... ... 


3i, 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

Analyse des facultés numériques . 

On donne le nom de faculté aux produits dont les facteurs constituent une 
progression arithme'ticye: tels que a{a~\- r) (a-f- 2 r).... (a-fmr — r). 

m I r 

Pour la marquer , on propose la notation a . Comme dans tous les 
cas , la lettre I regarde tout ce qui la précède , les exposant, quoique 
complexes , pourront toujours être écrits sans parenthèse: et ce téest pas 

un des moindres avantages de cette notation . n°. 1* 

Réduction des facultés à différence négative , à d'autres facultés dont les dif¬ 
férences sont positives . 3*. 

Réduction d'une faculté proposée à une base , ou une différence quelconque. 4. 

Théorème fondamental des facultés .. 6. 

Réduction des facultés à exposant négatif. . 9. 

Les produites infinies de IVallisius ne soîit autre chose que des rapports 

de facultés à exposant fractionnaire , auxquels on peut toujours les réduire 11. 
Le rapport des Sinus de deux angles , tel que Sin. ni7r : S in. htt, est celui 

1— m — n 1 1 , *— m — ni 1 

de la faculté m a la faculté n .10. 

Trouver la valeur des facultés n ‘ , n ‘ 1 ; de même que desfacul- 

1:9/2 1 : j / — 2 ( 

tés B y B . Ces facultés reviennent a la quadrature du 

cercle, pourvu que la base soit un nombre entier . . . ..22. 

cil c I l t 

Le rapport des deux facultés à exposant fractionnaire a : A est ré¬ 
ductible à des rapports de Sinus , tels que Sin. m tt : Sin. n tt , toutes les 
fois que la somme des deux bases et de l'exposant , savoir a -f- A -f- c , 

est un nombre entier .. 

Le rapport des Sinus de deux angles , tel que Sin. mir Sin. mr , est celui 

n — m / | ' 1 n — ml —i 

de la faculté (f-m) à la faculté (—m) . 36 . 

• ■ 1 : 2 / 1 

La tangente d'un angle quelconque m ir est égale à la faculté (-f- m) , 

t:j /—U 

divisée par la faculté (— m) .. 3 g. 

Digression sur le calcul des quantités imaginaires .. • • 4 °* 

La faculté du binôme {a-{-b)” peut être représentée par une série compo¬ 

sée de produits de facultés monômes t dont les coeffiçiens sont absolument 

identiques 
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identiques avec ceux du binôme de Newton. I^e tlteorème binomial n'est 
donc en effet qu'un cas très-particulier d'un autre théorème plus general. ,n°. 54. 


Modifications do ni ce nouveau théorème est susceptible .. 61. 

L'intégrale de t m ~ 1 c~~ t d t, prise depuis t — 0 jusqu'à t infinie, est égalé 
, 7 r . , rn : n I 1 ~ 

a la Jacuité. 1 , divisée par m. . : . t)î * 

L'intégrale de e d t, prise depuis t — o jusqu'à t iiif nie, est égale à 

la moitié de la racine quarréè de . .66. 

L'intégrale de t m ~ 1 e~~ { d t , prise depuis t — o jusqu'à t infinie, est ré¬ 
ductible à la quadrature du Cercle , toutes les fois que — — i -f- p ; p 
étant un nombre entier quelconque .67. 


Etant donnée l'intégrale de c 1 dt, prise depuis t — o jusqu'à t infinie, 

trouver celle de t m "* e~~ 1 dt ; m étant un nombre entier quelconque . . 6g. 

zm —t t — <nn —tt 

Les intégrales de t t dt, ainsi que de t e dt, sont toujours 

réductibles à la quadrature du cercle. Application aux cas particuliers % • 7 °* 

L'intégrale de x' (1 —x ) d x , prise depuis x = o jusqu à x — 1, 

ni r n-*- 1 /r 

est égale à la faculté r , divisée par la faculté B . 7 b * 

On détermine la valeur de l'intégrale de x (1 — x x) z dx ,* Vexposant 

n étant un nombre entier, positf ou négatif .7 8. 

r 3 " 1 d x . é ' ^ n g» nx o„ 

L'intégrale de - est égalé a Sin%Bnv ... 

Vi-x ) 

La faculté a m J " pouvant être dans tous les cas , développée dans une série 
telle que a m +Aa m ' l r+Ba m ~ Z r' + Ca m ~* r 3 + etc. finie 

dans le cas d'un exposant entier, et irfinic dans tous les autres cas, on 
donne aux coèffciens A , B, C etc. le nom de coëfficiens généraux , et 

on leur consacre la notation m J 1 , ni J 2 , mJ 3 etc.. . 

On a généralement (m -f- 1) J n=z m Jn + m , mj (n-i)- * * • • • 8S * 

Table des coëfficiens généraux pour les dix premières facultés . 9 °' 

Etant donné r exposant de la faculté m, et l'index du terme de la série n, 

b 
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déterminer le coefficient general m Jn , indépendamment des coëfficiens 
précédents 771/(72—1), 772/(72 — 2) etc. L'analyse combinatoire fournit 

deux solutions de ce problème .• . » .. n°. 9* 

Définition de ce qu'on convient de nommer aggrégat combinatoire. On lui 

consacre la lettre majuscule latine A . g 7. 

Le coefficient général m J n est susceptible de prendre les deux formes 


suivantes: l'une 


772.m — 1 . . .772 — 72 


Vautre 


m — n.m- 


1 . 2 . 3 . 

— 72 + 1 . . . 772 


.72 + 1 


Ni- 


777 . 772 —1 . . . 772 — 72— I 
1. 2. 3.72+ 2 


Af 2+ etc. 


Ni- 


«+,...m+. y a+ ^ 
1. 2. 3 . 72+2 


1. 2. 3 .72+1 

Les coëfficiens partiels N 1 , N 2 , N 3 etc. seront des nombres indé¬ 
pendants de l'exposant n , absolus et entiers. On fait connoitre les va¬ 
leurs numériques que reçoivent ces coëfficiens , depuis n=z 1 jusqu'à 72=7 . 100 . 
On passe aux facultés à exposant négatif: ayant alors ( — m) J n = 

(— 772 + 1) Jn + 772 , (— m) J [n— 1)...io 5 . 

Les coëfficiens généraux des facultés à exposant entier et négatif ne sont 
autre chose que les différences premières , secondes , troisièmes etc. des 
puissances l des nombres naturels. Le coefficient général ( — 772 ) J n est 

m —1 m — i + n 

égalât 772 , divisé par 1 . q. 3... .m— 1 . 107 . 

Le coefficient général (— 772 ) J n peut être regardé comme aggrégat combi¬ 
natoire , avec les modifications que la supposition d'un exposant négatif 
entraine nécessairement .. 

O72 demande le coefficient du terme x de la puissance indéterminée d'infini- 
Q ' y ' ' m indépendamment des coëfficiens 


tinome (ax+£x+cx + etc.) 

précédents. . -. y . 

TJsage qu'on peut faire des principes précédents , pour déterminer d'une 
manière très-générale , les puissances quelconques des deux infinitinomes : 

P =lhog.- i-= 1+ ? + £+ï! + «c. 

x & 1_ x 1 2 1 J 1 4 

5=— 1 -- 1 * 


n£. 


-1 + ;+£+£ + «*. 
2 6 ' 24 


On donne les expressions générales de P , Q ? quelque soit Vexposant 

772. Remarque concernant les cas oit l'exposant m est négatif . .11 g. 

On propose de développer la puissance a m dans une série procédant d'après 












.. mlr A m — lIr n—tlr 

les facultés de la base a ; telle que a —Aa r + B a r 1 — etc. 

On demande la loi générale des coèfficiens A, B etc. Théorème très - 
remarquable à ce sujet , proposé sans démonstration . 7 z°. iq 2 . 

Application du théorème précédent au cas de azxzo , r = 1. Il en résulte 
de nouvelles séries , lesquelles , continuées à Vinfini , sont égales à Vunité , 
dontGn a eu besoin pour constater la formule intégrale f Xdoc=zXXdx:dX 9 
multiplié par 1 — U'U"— U"' etc .iq6. 

rn I r . 

On reprend le développement de la faculté 1 en forme de série 1 -j -^4 r-f- 

7> r 1 4- C r 3 -f" e/c - 5 et on donne la loi très-simple , d'après laquelle cha¬ 
cun de scs coèfficiens doit être déterminé par ceux qui le précèdent . . . 127. 

Application au cas de mz=zo. On rencontre les nombres de Bernoulli. Ces 
nombres sont ce que deviennent les coèfficiens généraux m J 1 , m / 2 , 
m J 3 , etc. dans le cas de mzzco 9 divisés par zéro , et affectés du signe 


opposé . 12 9 ' 

On se sert des nombres de Bernoulli , pour donner une simplicité beaucoup 
plus grande aux équations démontrées en 127, en les réduisant à la moitié 

des termes qu'elles contiennent .1^4. 

Application aux cas oit l'exposant m a une forme fractionnaire. Le dévelop¬ 
pement en est rendu aussi facile , que dans le cas dun exposant entier. . ,i 3 S. 
Développement des facultés à exposant fractionnaire , dans lesquelles les dé¬ 
nominateurs de ces exposants se trouvent emre les limites un et six . . . 141. 
Connaissant les coèfficiens généraux d'une faculté à exposant fractionnaire 

a” 1 lT , développée en suite infinie, on demande de rendre cette série con- 

vergente à volonté .. 142. 

Premier cas ; a et r positifs .. • ♦ 1 43 * 


Second cas ; a et r négatifs .. 

Applications à des cas particuliers ... . . H 5 . 

Les trois premiers termes suffisent pour avoir la valeur d une faculté à ex¬ 
posant fractionnaire , jusqu'à sept décimales. On se préparé à la re¬ 
cherche du logarithme hyperbolique d'une faculté proposée . *55* 

On demande ce que devient la faculté c™ Ir dans le cas d'un exposant infini¬ 
ment petit. . ..15S. 


L'exposant m de la faculté f 11 r passant à Pétât m -fc? m, déterminer les 

b 2 
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«Ci®SS*3>* 

variations qu'en reçoivent ks coefficiens generaux m J 1 , mj<2, mj$ etc. 

Application aux huit premiers cas .i5 0t 

Lexpression generale du rapport différentiel d (m J n) : dm n'ayant 
pas été donnée dans l'ouvrage même , on la donne ici. Elle est 
(m- n + <*) m J(n-i)-fi, m J{n-<l)~ê y m J (n- 4) _ £ m J (n- 6 ) - etc . 

On se sert des rapports différentiels qu'on vient de déterminer , pour trouver 
les expressions générales de Y , 1 * Y, P Y, y, e/c. On démon - 

tre generalement et rigoureusement , çzze y «Ys/ aw/re chose que 

m — l I r m— j/r m — $ I r 

y + - -4=ï+ -#=;+-*--5+«c. 

1.2...m— i.r 1.2... m—z.r 1.2... m—3. r 

Le /?om6re */es constants A, £, C etc. est égal à l'ordre de sommation . 167. 
Désignant par Y', Y y /,y e/c. /es rapports différentiels successifs 
r d Y r 2 dd Y r* d* Y ... . „ . „ 

-dJ’TTdf' 7 ^idcsrgnamd, meme par r,"r,'''rac. _ • 

/es intégrales successives - f Y dy , — /' Y d y 2 , ll 2 p Y d y' etc. on 
demande a développer la somme d'un ordre indéterminé , ozz 1. 2. 1. 

2 y, c/a/zs zme seWe infinie , /c//e çwe y -f- <3, y ™ 

m — 3 

+ c, y + etc. En meme teins on fait connoitre les valeurs numériques 

des coiffciens a , b , c etc. depuis 2 ' Y jusqu'à E 6 Y .170. 

Le citoyen Lagrange s'est occupé de ce problème : il en a fait le sujet 
d’un mémoire sur une nouvelle espece de calcul , relatif à la différentiation 
et à Vintégration des quantités variables , inséré parmi ceux de l'acadé¬ 
mie de Berlin , année 1772. Il a déterminé les équations , moyennant 
lesquelles on peut déterminer chacun de ces coefficiens par tous ceux qui 
le précèdent. Nos formules sont différentes de celles du citoyen Lagrange , 
en ce qu elles font connoitre pour chacun de ces coefficiens sa valeur ab¬ 
solue , et indépendante des autres. 

Déterminer le logarithme hyperbolique de la faculté a ...... 

On désigne par Y y la série fi y + } J y 2 + f + etc - (iont on a €U be- 


177 . 


soin dans l'expression du logarithme hyperbolique de la faculté a ' 

prouver le gamma d'une quantité quelconque proposée , par une série con¬ 
vergente a volonté. Exemples .. 


179. 

182. 






xm 


" 


Plus le nombre r est grand, plus le gamma de rouT r approche de la moitié 
du logarithme hyperbolique de r:2 tt. C'est là sa valeur asymptotique. n°. 

Le gamma de V unité', ou T 1 , est égal à 1-5 Log. 2 tt . . .. 

Le gamma de deux, ou T 2, est égal à la moitié de 1 — Log. 2 ... . 
Les gammas de toutes les fractions, de Vune des deux formes générales , 

_ 1 _ . 2 5 se réduisent à une pure addition de logarithmes hy- 

m 1 2 m -f- 1 

perboliques . . .. 

Paradoxe concernant les logarithmes des nombres négatifs, servant à con¬ 
firmer les doutes que nous avons déjà élevés sur la théorie généralement 
reçue , et qui ont été Vobjet de la digression , qui se trouve au commence¬ 
ment de ce chapitre .. 

Les quantités a, m, r, étant fractionnaires , irrationnelles ou transcendan¬ 
tes, comme on voudra, déterminer les logarithmes hyperboliques desfa- 

cultés (-j- a) m 1 ~ it ~ T et (—a)™ 1 ' ,par des séries convergentes à volonté , 

et telles que les deux premiers termes de la série suffisent pour trouver le 

logarithme demandé à huit décimales de près. Exemples ...... 

Transformer le logarithme hyperbolique Tune faculté proposée en une série 
qui procède d'après les puissances décroissantes de l'exposant m, et qui 
par conséquent converge d'autant plus, que l'exposant m est un grand nombre. 

On trouve les premiers germes de l'analyse qui est l'objet de ce chapitre, 
dans un mémoire du citoyen Vandermonde, sur les irrationnelles tfe dif- 
férens ordres, avec une application au cercle, inséré parmi ceux de l aca¬ 
démie des sciences de Paris; année 17 7 * , part. I. L'auteur peut assu¬ 
rer au reste, qu'à l'époque où le présent ouvrage fut entièrement achevé, 
et que l'impression en.était déjà très-avancée, il n'avoit pas la moindre 
connaissance du travail de ce célèbre analyste ; et qu'il l'ignoreroit en¬ 
core aujourd'hui, sans les renseignemens littéraires , que le citoyen Ar- 
hogast, professeur à V école centrale du *département du Bas-Rhin, a 
bien voulu lui communiquer. 

CHAPITRE QUATRIÈME. 
Réfractions qui approchent de Ihoiizon • 

La fonction X étant telle , que sa différentielle d X ait x—a pour un de 
ses facteurs, et c désignant quelque très-petite fraction, on demande la 
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valeur de Vintégrale de e d x , prise de manière qu'elle s'évanouisse 
pour une valeur de x , qui diffère peu de a . n°. i. 

La solution que nous donnons de ce problème , et qui consiste à ramener- 

n 

Vintégrale proposée à celle de t rT7 ^~ n é~ l dt , les deux exposants m, n, 
se trouvant toujours être des nombres entiers , quelque soit d'ailleurs la 
fonction X, est due au citêyen Laplace. Cet illustre géomètre en a fait le 
sujet du mémoire , sur Vapproximation des formules qui renferment des 
facteurs élevés à de grandes puissances , inséré parmi ceux de Vacadémie 
des sciences y année 1782. 

Dans le cas ou Vintégrale proposée doit s'évanouir pour x=x a y la formule in¬ 
tégrale se trouvera entièrement réduite aux facultés à exposant fractionnaire 6. 

La fonction Y étant telle que c Le g. Y =.v—r Sin. A , et c désignant quel¬ 


que petite fraction , on demande Vintégrale de -— prise de - 

lX(i — vv) 

puis v — Sin. A jusqu'à v — o, Vangle A différant peu de go® 


Ydv 


Les mêmes choses étant supposées > on demande l'intégrale de— _____ 

* (i-vv)'*’ 

prise depuis v ~ Sin. A jusqu'à v = o, Vangle A différent peu de 90° , 

Les mêmes choses étant supposées,on demande Vintégrale rf *— Y v d v 

s (i-vv)V'(i-w)’ 
prise depuis v — Sin. A jusqu'à v = o, l'angle A différant peu de ijo®. . 
On se sert de cette dernière intégrale pour trouver Vexprcssion ccmplctte de 
la réfraction horizontale. Exprimée en partie du rayon , elle est égale à la 
racine quarrée de {n air, multipliée par la série 1 -f- A n B tf -f- etc. 

On avertit encore une fois qu'au lieu de multiplier par la série 1 -f -A 72—f— 
B ir etc., on peut aussi diviser par (1— n) 21 De cette manière 
on pourra entièrement se passer de la connaissance numérique des coèf- 
ficiens A , B etc. L'erreur que cela produira, fait à très-peu près la 
cinq-centième partie de la valeur totale de la r fraction. 

Etant donné l'état du baromètre et celui du manomètre, on demande la ré¬ 
fraction horizontale. Exemples . 

Table des rfractions horizontales qui répondent aux différens degrés du 
thermomètre de Béaumur, le baromètre étant.supposé à 28 pouces 
La hauteur du baromètre demeurant la même y la r fraction horizontale est 
à très-peu près proportionnelle au quatre' de l'élasticité spécifique de Voir. 


H’ 


3 *. 
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Refractions horizontales à de très-grands froids. Observation faite par les 
Hollandais en 1597 , à 76 degrés de latitude. Ces exemples s'accordent 
très-bien avec notre formule : mais ils prouvent que passé les cinq ou six 
premiers degrés au-dessous de la congélation , la diminution de l élasticité 
spécifique suit une marche bien plus rapide , que ne le comporterait la 

règle ordinaire ... 4 °* 

On examine le cas d'une réfraction horizontale infinie .. 

Passant aux réfractions approchantes de Vhorizon 5 on réduit l intégrale de 

V rJ — 1 1 

_ ï v a y . __ dans tous les cas , à celle de e d t • • • • 47 * 

(1 — v v) 1/ (1 — w) 

L'intégrale de c~ * 1 dt ne peut être connue qu'à l'aide d'une table particu¬ 
lière , toutes les fois que t est compris entre les limites un tiers et trois 

entiers ..*. 

L'intégrale de e~ U dt ayant été désignée par y , on fait connoître les ex¬ 
pressions des rapports différentiels ^ etc. afin de rend, c 

compte de la construction des tables qui se trouvent à la fin de l'ouvrage. 5 j. 

ft — tl , 5, 

On convient de désigner par Et le produite [e dt ...•>•• • 

„ , 7 j Y (1 — Y) n vdv denuis V ■=■ Sin. A 

On donne l intégrale de - , pr P 

jusqu'à vzczo y l'angle A. différant peu de go. 9 

Série qui exprime généralement la réfraction , depuis l horizon jusqu à huit ^ 

ou dix degrés de hauteur apparente . 3 

Le produit E t est égal à J c V r, moins la somme de la sérié t + ^+ 

_±iL + _UL_ + «c... 64 ' 

On développe l’expression entière de la réfraction voisine * Vhorizon, en 
une sérié qui procède par puissances ascendantes de t. Cette sene cesse 
d’être sensiblement convergente, à un demi - degré de hauteur apparente ■ 
Désignant par R la réfraction horizontale, et par R d R celle qui 
vient à la hauteur apparente d H, supposée infiniment petite, on aura 

d R : d H = u> : c — u === H;* — 72 • • • • ..* ^ 

On applique la série trouvée €n 7 a à l'examen des observations deBouguer, 
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concernant les refractions qui appartiennent à des dépréssions apparentes 

au-dessous de l'horizon .«. n o 

Comme la convergence a peine sensible de la sérié de 7 a nous oblige d’en 
revenir pour le calcul rigoureux à celle de 62 , on donne un exemple d’un 

pareil calcul, . 

Comme la sérié de 62 elle r même ne paraît pas encore repondre aux besoins 
de la pratique, on propose de lui substituer une. méthode approximative , 
en sacrifiant la précision de quelques secondes à la facilité du calcul. Gn 
demande donc a développer la série qui exprime la réfraction voisine de 
Vhorizon , selon les puissances descendantes de t , en lui donnant 1a. forme 

A4 + eK " _ . 


as\/ 2 7 • , 1 

-, multiplie par — • 

l / c ot 


75 - 


83. 


92. 


99. 


4 ' 3 16 i 

La progression des coèjficiens A, B, C etc. s’étant trouvée très-sensible¬ 
ment géométrique , on en conclud, qu’en d ésignant par F n la série de 
ai , savoir 1 -f- A n -f- B ri 1 -f- etc. et prenant la variable u égale à 

la réfraction sera très-sensiblement égale à ?. , multiplié 

\/ <1C y/ c t 

par F ;2, E u. L'erreur que cette approximation laisse subsister , ne va 

nulle part à plus de huit secondes . 

Table des réfractions calculées d'après cette règle , en minutes et secondes 

de Vancienne division . et mises à côté de celles de Bradley . . 

Exemple d'un pareil calcul , pour un état dorme' du baromètre et du mano¬ 
mètre.' On fixe à 190 secondes de la nouvelle division , ou <>-,000 298 la 
valeur de u , qui répond à l’état de l'atmosphère , dans lequel la densité 

de Pair est à celle du mercure, comme un à dix mille . lô 5 4 

Table , qui fait connoître pour les cent premiers millièmes d'un quart de 
circonférence de hauteur apparente , les réfractions qui leur répondent , 
exprimées en millionièmes du quart , et calculées d’abord selon la •réglé 
de Bradley , ensuite selon là formule de 92; le baromètre étant à 28 
pouces , le thermomètre à dix dégrc s de Réaumur .U 5. 


CHAPITRE CINQUIÈME. 

Examen des solutions d'Euler ., Bradley , Mayer et Lambert. 
S 0 L U T I O.N D’EULER. 

[Jextrait que nous donnons se rapporte au mémoire sur la réfraction de la 
lumière en passant par Vatmosphère , scion les divers degrés , tant de la 

chaleur , 
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chaleur , que de Vêlas fiche de Vair , inséré parmi ceux de V académie de 

Berlin , 1754 . . 

On commence par rapporter les exprcssicns d'Euler aux nôtres. Il se sert 
du terme de chaleur , pour designer Vélasticité spécifique de Vair. Il 
suppose ccttë chaleur décroissante depuis V.horizon jusqu aux régions 

élevées de V atmosphère. Il fait E = -f — La ligne f d'Euler répond 

J ~r x 

exactement à notre soutangentejg .. 2. 


I a formule — d'Euler peut absolument être confondue avec la notre 

f + x 

e~ X ' P \ dans le calcul des densités de l'air. La différence qui se trouve 
entre les deux formules , ne va nulle part à la cinq-centiemc partie de la 
densité de Vair près l'horizon . 

Ce grand analyste n'est pas heureux dans l'intégration de sa différentielle d <p. 
Le principe de la belle solution de Laplace n'étoit pas connu encore. Il y 
substitue une méthode approximative , qui ne se comporte pas avec la 
rigueur de l'analyse. Il regarde la trajectoire comme faisant partie d'une 
courbe asymptotique , très-e'loignée de son commencement , et comprise 

m _ 

sous l'équation ty = C. 

Il trouve la réfraction r comprise sous une equdtun du second dégre 
rr j^.nPr — QQ: les quantités P, 0 , dépendant tant de la hauteur 
apparente H , que de la densite et de l élasticité de lair . 

Conformément à cette formule , la refraction horizontale , exprimée en par¬ 
ties du rayon, seroit égala à la racine quarree de ^ ce Ç u i produit 
une erreur de cinq minutes au moins , dans les températures moyennes . 

Selon cette même formule , les refractions , en s éloignant de l horizon 
prendraient des décroissemcns plus grands d'un tiers , qu'elles ne doivent 

en prendre , et qu'elles réen prennent réellement . 

Cette même formule donne deux minutes et demie pour la valeur de la ré¬ 
fraction à quarante-cinq degrés de hauteur apparente .. « * 

On conclud qu il faut absolument renoncer à la formule d'Euler « . . » • 

c 


6 . 


1$. 




« 3 . 

24 * 


25 . 
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S 0 L U T I 0 N D E B R A D L E Y. 

Elle est fondée sur le rapport constant entre P angle au centre et la partie de 

la rfraction qui lui répond , que Bradley avoit suppose .* 7 - 

En examinant ce principe , on trouve que ce rapport ne peut être regardé 
comme constant, qu'autant que la hauteur apparente excède huit ou dix 
degrés; et que r élévation au-dessus de V horizon peut être regardée 
comme évanouissante à l égard de la soutangente aux densités. De plus, 
ce rapport est très-variable dans les dijfèrens états de Pair ; et dans les 
températurts moyennes, il est.bien différent de ce que Bradley avoit supposé 3 o # 

La règle de Bradley, de même que celle d'Euler, peut être ramenée à une 
équation du second dégré , qu'on peut très-facilement résoudre , et sans le 
secours d'aucune fausse position , en y employant la bissection de P angle . 35 . 

On peut déduire de la règle de Bradley, le rapport différentiel dR: d H 


près P horizon, égal à où : c— . . b ..3 6. 

Divisant la réfraction à quarante-cinq dégrés de hauteur apparente, par le 
quarré de la réfraction horizontale, Pune et P autre étant exprimées en 
parties du rayon, on trouve le facteur constant de Bradley .* 37. 

Ce facteur étant comparé avec celui qu'on peut retirer de l égalité 
dR: dH= u ;c — a, en retrouve exactement la formule qu'Euler avoit 
donnée pour la réfraction horizontale- ..38. 


La règle de Bradley peut servir pour déterminer avec une très-grande pré¬ 
cision, les réfractions depuis 70° dégrés de distance jusqu'à 8 o° passés. 

Elle est inutile pour des hauteurs plus considérables , et fautive pour des 
hauteurs au-dessous de 10 dégrés . . ..40. 

SOLUTION DE MAYER. 

La règle de Mayer, de même que celles d'Euler et de Bradley , revient a 
une équation du second dégré , qu’on peut résoudre facilement, en y em- 

ployant la bissection de l'angle . .. •*',.** 4 1 • 

Il suit de cette règle, que la réfraction horizontale est proportionnelle à la 
hauteur du baromètre, divisée par la racine quarrée <ju cube de P élasticité 
spécifique; et que le quotient dR:dH près l'horizon est proportionnel 
à la hauteur du baromètre, divisée par le quarré de P élasticité spécifi -, 
que. Ni P un , ni P autre de ces deux théorèmes ne peut s'accorder avec la 
théorie rigoureuse des réfractions . 


43* 
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En Apposant aux quantités constantes des deux règles une valeur détermi¬ 
née la différence entre ces deux règles est absolument insensible da?is le 
calcul des réfractions. Celle de Bradley mérite la préférence 5 parce 
qu’avec deux facteurs de moins elle donne les mêmes résultats. . . . n . $6. 

SOLUTION DE LAMBERT. 

Elle est fondée sur ce que le lieu géométrique des points S {fig. I.) ou la 
courbe AS ED (, fig • UE) dont la courbure en effet n'excède pas sept 
eu huit degrés , peut être regardée comme circulaire sans erreur sensible. 48. 
Lambert connut très-bien la hauteur A B , égale à la soutangente aux den¬ 
sités si de même que le rapport dR:dH près V horizon. La formule 
que Lambert donne pour ce dernier , 5 e ramené facilement à *>:c— « . . 59. 

Le principe de Lambert fournit deux manières de déterminer le rayon de la 
courbe AS ED , supposée circulaire. Et comme ccs deux manières sont 
bien loin de donner le même résultat , le principe de Lambert ne sauroit 

être.admis . k ******** * 

Lambert n'a pas tiré de son principe tout le parti qu'il pouvoit en tirer. 

Il conduit très-naturellement à une expression de la réfraction horizontale , 
qui sans être absolument rigoureuse , approche cependant de la vérité de 
bien plus près , que celle d'Euler. Lambert n'a pas entrevu cette consé¬ 
quence , importante de son tems pour le calcul des réfractions. .... 5 4. 

CHAPITRE SIXIÈME. 

Réfractions terrestres. 

Rayon osculateur à chaque point de la trajectoire. Il est réciproquement 

proportionnel à la densité de l air .. ^ 

Le rayon osculateur au sommet de la trajectoire horizontale , est propor¬ 
tionnel au quarté de Vélasticité spécifique de l'air , divisée par la hauteur 
du baromètre. Il ne peut être dans aucun cas , égal à sept fois le rayon 

de la terre .*.* 

Inclinaison de Vhorison visuel avec Ihorizon vrai. Sans la réfraction , elle 

est égale à la racine quarrée de —. La réfraction le diminue dans un 

rapport constant , qui dans les températures moyennes est celui de 10:9 
à-peu-près • ... 1Q 
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La trajectoire étant supposée horizontale , (fig. IV.) ! angle au centre B CF 
se trouve dans un rapport sensiblement constant , non pas avec la ré¬ 
fraction terrestre correspondante , ou la courbure de Varc B P, comme 

Bradley Vavoit cru , mais avec la racine quarrée de la fraction - X . Ce 

a 


rapport est celui de Vunitè à la racine quarrée de i — n . 

Règle très-simple pour déterminer la réfraction terrestre qui découle de ce 
principe , la trajectoire toutes fois étant supposée horizontale ..... 
Pour déterminer d'une manière très-approchée les réfractions terrestres ap¬ 
prochantes de l'horizon , on employé un principe analogue à celui de 
Bradley , en supposant la réfraction terrestre proportionnelle à la tangente 
de la distance apparente , diminuée d'un certain multiple de la réfraction. 
L'expesant de ce multiple est absolument le même que dans le cas de la 

, • C — Ci 

réfraction astronomique : savoir - . .. 

L'objet ayant été observé de deux poi/its différvns de la surface du globe , 
éloignés Vun de Vautre d'une distante connue , on demande l'élévation de 

l'objet au-dessus de l'horizon . 

La sphéricité de la terre rabaisse l'objet ; la réfraction le relève un peu , en • 
diminuant cette partie soustractionnelle dans le rapport de i ; i — n. Et 
comme ces deux effets sont absolument inséparables l'un de Vautre , la 
réfraction tend toujours à rabaisser l'objt t, et non à le relever , comme 

on croit ordinairement . 

On demande la longueur du ccne ténébreux , que la terre, éclairée par le 
soleil , laisse après elle. Cette longueur se trouve réduite par la réfraction 
au cinquième de sa . valeur totale ; et renfermée entre les deux tiers et les 

sept dixièmes de la distance de la lune à la terre . 

Réfractions qui appartiennent aux deux premiers dégrés de dépression ap¬ 
parente. Manière de les déterminer avec précision .. . . . 
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Cologne, le 1 Germinal, an de U république VU. 
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ANALYSE 

DES REFRACTIONS 

ASTRONOMIQUES ET TERRESTRES. 


chapitre premier. 

Disposition des couches atmosphériques. 


î.La force élastique d’un air étant un effet très-compliqué de plusieurs 
causes, telles que sont, premièrement, la nature physique et inaltérable 
de chaque air en particulier; ensuite, le degré de chaleur qu’.l éprouve, 
l’humidité dont il est imprégné, l’espace qu’on lui fait occuper, et autres 
encore, il me paroît nécessaire avant tout, de distinguer entre Félasticité 
absolue d’un air , et son élasticité spécifique. 

définition. 

„ Je nommerai élasticité absolue d’un air , la force qui tend à le comprimer, , 
et à laquelle il fait équilibre, indépendamment de sa densité. Supposons une 
vessie qui contient de l’air, fermée de toutes parts, placée dans le vrnde, et 
chargée du poids de dix livres, l’élasticité absolue de cet air, ainsi que de 
chacune de ses-molécules, sera égale à dix livres. 

COROLLAIRE. 

3. L’air atmosphérique et libre, se trouvant toujours chargé du poids de 
toute la colonne atmosphérique qui se trouve au-dessus de lui , et qui équi¬ 
vaut lui-même à celui de la colonne de mercure qu’il soutient dans le baro¬ 
mètre, l’élasticité absolue de l’air commun sera donc constamment propor¬ 
tionnelle à la hauteur de cette colonne , sauf aux réductions que pourra exiger 
la différence de chaleur, ainsi que celle de pesanteur absolue, dans le cas 
de températures et de latitudes très - différentes. 



2 CHAP. I. DISPOSITION 

THÉORÈME. 

4 * Vélasticité absolue que peut exercer une masse donnée d'un fluide aèriforme , 
est en raison inverse du volume qu'on lui fait occuper ; ou bien elle est directement 
proportionnelle à sa densité. Ce théorème est le résultat de la célèbre expé¬ 
rience de Mariotte. Il est inutile de dire qu’elle ne peut regarder que les 
condensations moyennes ; les deux cas extrêmes, d’un volume infini et d’un 
volüme infiniment petit, devant se refuser également à son application 
rigoureuse. 

DÉFINITION. 

5 . Le rapport de Vélasticité absolue d'un air à sa densité , est ce qui forme son 
élasticité spécifique » L’élasticité spécifique d’un air est donc égale au quotient 
de l’élasticité absolue qu’en exerce une masse donnée , divisée par la densité 
de cette masse; ou bien, au produit qu’on obtient , en multipliant l’élasti¬ 
cité absolue qu’exerce une masse donnée de cet air, par le volume qu’on 
lui fait occuper. Le rapport de l’élasticité absolue à l’élasticité spécifique 
dans la science des fluides aëriformes, est exactement le même que celui de 
la masse à la pésanteur spécifique, dans la science des fluides non-élastiques. 

COROLLAIRE I. 

6. Lorsque deux airs différons sont en équilibre entr’eux, leur élasticité 
absolue étant la même alors, leurs élasticités spécifiques seront réciproque¬ 
ment proportionnelles aux densités qu’elles auront alors. L’élasticité spéci¬ 
fique est donc l’inverse de ce qu’on a appellé jusqu’ici pésanteur spécifique 
d’un air, terme qui ne renfermoit aucun sens , parceque, devant entière¬ 
ment dépendre du volume qu’on lui fait occuper, elle doit être considérée 
comme une chose absolument arbitraire. 

COROLLAIRE IL 

7. Prenant pour température moyenne celle des caves, qui répond à dix 
de Réaumur , il n’y aura qu’à diviser l’unité par les nombres qu’on nous a 
donné jusqu’ici pour réprésentatifs des pésanteurs spécifiques des différens 
airs, pour avoir leurs élasticités spécifiques. En voici la table, calculée sur 
celle des pésanteurs spécifiques, qui se trouve dans l'Essay on phlogiston de 
Kirwan; l’état de l’air se trouvant très-voisin de q8 poil. Barom. et de 10 dé- 
gris de Réaumur , 
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DES COUCHES ATMOSPHERIQUES. 


Air commun 1,000 ; 

Gas oxygène. 0,907 ; 

Gas'azotique ... i,o 35 ; 

Gas hydrogène.11,862; 

Gas" hydrogène des marais. 1 ?49^ ; 

Gas acide carbonique. .b.. 0,666; 

Gas hydrogène sulfuré. 0,904 ; 

Gas ammoniacal. 1,666; 

Gas hydrogène phosphoré. 0,476; 

Gas nitreux.0*83 7; ^ 

Gas acide muriatique. o, 58 S; 

Gas acide sulfureux.. 0,441; 

Gas acide fluorique...0,338. 


PROBLEME. 

5 . AB C DEF est un tuyau parfaitement cylindrique , compose de 
deux branches perpendiculaires AC , D F, fermées par les bouts A , F; 
et d’une branche horisontale C D. Chacune des deux branches per- g 
pendiculaires contient dans sa partie supérieure une certaine quan¬ 
tité d’un fluide aeriforme quelconque , mais différent dans les 
deux branches. Vélasticité spécifique de ces deux airs est supposée C D 
connue ; la partie inférieure B C D E est occupée par un filet de mercure , dune 
longueur donnée. On demande la position des deux points B , E , où le mercure 
doit s'arrêter , pour qu'il y ait équilibre. 

SOLUTION. 

9. Employant l’air extérieur pour terme de comparaison entre les deux 
airs que contient le tuyau, nous désignerons par 1 son élasticité spécifique ; 
par h la hauteur du baromètre qui exprime son élasticité absolue ; par i 
l’espace qu’un grain d’air atmosphérique occuperoitdans le tuyau du problème. 
Ue plus, exprimons par£, e, les élasticités spécifiques des deux airs; par 
M , 7n, leurs masses , exprimées en grains ; efr mettons pour plus de sim¬ 
plicité , E M i ==; A 5 emizzz B. Comparant ensuite l’élasticité absolue de 
chacun des deux airs à celle de l’air atmosphérique , on trouvera l’une égale 

à l autre ^> a ^ e à pjÊ » on aura donc, en faisant AC ~ a, DF = 

A 3 


F 

E 
















CHAP. I. DISPOSITION 


l’équation a ^ + 5 C= - h + F E. La somme des deux lignes 

B C-\-D E est connue; mais leur différence B C — DE ne l’est pas ; ainsi, 
faisant B C-\-D E=z sc ,• B C — D E =■ 2 v , on parviendra à l’équation du 
troisième dégré 2V } = 2 ( a — b) v v-f- h {A-\~ B) v-f- Q (a — c) (b—c) v-\-hA 
(b—c) — h B ( a — c ) , de laquelle on tirera l’inconnue v, conformément à la 
condition de l’équilibre. 


COROLLAIRE. 


10. Si l’une des deux branches, D F, étoit ouverte par en haut, la hauteur 

h 

barométrique h remplaçant alors l’élasticité absolue de l’air enfermé , on 

aüra l’équation B C = h -f- DE ; qui se réduit. Ju 2 vv 

(2 a— 2c-f-Æ) v-j-(A — <z-f-c) h. Ce cas est celui du thermomètre de 
Drebbel. Il ne remplit pas trop bien les vues de l’inventeur, parce qu’il est 
baromètre et thermomètre à la fois. Mais on pourra l’employer avec succès, 
pour construire une échelle des élasticités spécifiques, pour tel fluide aëri- 
forme qu’on veut. On fera passer une quantité déterminée de l’air qu’on 
veut examiner , dans la branche AC; on remplira de mercure la partie in¬ 
férieure de l’instrument, après quoi on l’exposera à différens dégrés de 
chaleur déterminés. La position des points F, F, fera connoître chaque fois 
la quantité v ,* ensuite regardant A comme l’inconnue de l’équation, on aura 


A —a— c - 


(sa — îc + /i) v ; 


- ; d’où l’on tirera le dégré d’élasticité 


spécifique, qui répond à chaque dégré du thermomètre. 


THÉORÈME. 

il. Deux masses d'air quelconques , exerçant sous les volumes V, v , des 
élasticités absolues égalés entr'elles ; je dis que si Von mêle ensemble ces deux airs , 
en leur faisant occuper le volume V -J-v, le mélange des deux airs exercera la 
même élasticité absolue , que chacun des deux airs avant d'etre mêlés. Nous sup¬ 
posons que les deux airs n’exercent entr’eux aucune affinité qui altère leurs 
élasticités spécifiques ; et sous cette restriction } le théorème n’a pas besoin 
d’être démontré. 


A 
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PROBLEME. 

iq Beux masses d'air quelconques , exerçant sous les volumes V, v, les 
élasticités absolues P, p, on demande P élasticité absolue qu'exercera le mélange 
des deux airs 3 réduit au volume F+V. 

SOLUTION. 

13. Le second des deux airs auroit exercé une élasticité absolue P, égalé a 
celle du premier, s’il avoir occupé le volume Ç. Les deux airs mêles 


P 

pv 


P V P7+ P V , A 

ensemble exerceront donc sous le volume F + -p- ou -—p- la meme 

élasticité absolue P. Réduit au volume F+v, ce mélange exercera donc 
l’élasticité absolue Ce qu'il fallait démontrer. 

PROBLEME. 

14 Avant E, e pour élasticités spécifiques des deux masses d'air M, m, 
appartenantes à deux fluides aeriformes dvfférens, on demande t élasticité spea- 
jique du mélange , x. 

SOLUTION. 

J5 . Faisons occuper à ces deux masses d’air les volumes absolument arbi- 
J AI m 

traites F, v, et à leur mélange le volume F+v. Nous aurons—, —pour 

pesanteurs spécifiques des deux airs , et pour celle de leur mélange. 

On aura de plus ■> ~~~ P° ur élasticités absolues des deux airs, et 

+ mx pour celle de leur mélange. Cette dernière devant être égale à 


F+v 
AI E + me 
F+v 


on aura Ce ^il fallait démontrer. 


M+m 

COROLLAIRE. 

>6. Appliquons cette règle à l’air commun, composé , comme on sait, de 
$7 parties de g as oxygène 5 et de 73 de gas azote. Ayant M 27 , m 7 * 
et de plus E= 0,907 ; e — i,o 35 ,• on aura pour élasticité spécifique du mé¬ 
langé 1,00041. La très-petite différence de ce nombre d’avec l’unité fait 
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voir, que la composition de l’air commun répond parfaitement à la règle 
qu’on vient de démontrer. 6 

EXPÉRIENCE. 

17 . La chaleur, en raréfiant l’air, lui donne la faculté d’exercer la même 
élasticité absolue sous une moindre densité qu’auparavant. L’effet de la cha¬ 
leur sur un air donné est donc d’augmenter son élasticité spécifiaue • celui 
du froid est de la diminuer. 

DÉFINITION. 

18. Désignant par E l’élasticité spécifique d’un air quelconque qui répond 

à un dégré déterminé du thermomètre T , on pourra exprimer par (i-f- E 

l’élasticité spécifique du même air, appartenante au dégré La petite 

fraction— fera donc connoître la dilatabilité' du fluide aëriforme proposé, qui 
répond au dégré du thermomètre T. 

COROLLAIRE. 

ig. Désignant de plus par E , E ', E" les élasticités spécifiques qui répon- 
dent aux degrés T, i, u , on aura-^- = i -f — ,• ~~i -f- ÜH£ ; d ’ ou 

- E" _ . u — t 

on tire jpj~ 1 “T m +1 __ jr Donc , si la dilatabilité d’un fluide aëriforme 

est— au degre T, elle sera —— au dégré t ; elle seroit de même 

—--- au dégré u. 

m-\- u — T ® 

PROBLEME. 

oo. Connaissant ks masses Al, m; les élasticités spécifiques E, e; et les 

dilatabilités N, n de deux fluides aè'riformes differens, tramer la dilatabilité de 
leur mélangé. 

SOLUTION. 

21. Supposant que les élasticités spécifiques et les dilatabilités se rapportent 
au dégré du thermomètre t , l’élasticité spécifique du mélange sera m e 

i cette température. A t + d t dégrés, l’élasticité spécifique de PuiTseï* 
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(1 JL N dt) E; celle de l’autre deviendra (1 -\-ndt) e; on aura donc pour 
, A1 (i + Ndt) ME+ (i + ndt) me 
élasticité spécifique du mélangé ---p—-• Le rapport 

MEN+men 

des deux élasticités devenant ainsi égal à 1 H--- on V01t < l ue 

° /üü + me 

i jm -î • i• , -, ., MEN+ men 

la dilatabilité demandée est ———-* 

ME+ me 

OBSERVATIONS. 

«5<3. Les auteurs varient singulièrement sur la dilatabilité de l’air commun, 
qui est cependant le plus connu de tous. Si l’on réduit à la température 
commune des caves les differentes observations qu’ils nous ont laissé, on 
trouvera cette dilatabilité égale à 

^.selon Roy. 

. selon Bradley. 


.selon Vandermondc , Bcrthollet , Monge. 

5 £g.selon de Luc. 

gjj. selon Schuchburgh , Bonne. 

jjg.selon Tobias Mayer (plus exactement 5 jï 5 ). 

. selon de Saussure. 

14o 

. selon de la Caille. 

260 

. selon Guy ton. 

OBSERVATIONS. 


23 . On est encore plus incertain sur l’élasticité spécifique de lair, qui 
convient à la température de l’eau bouillante. Elle est égale à 
1,33a .selon de Saussure. 


1,37 5 . selon Lambert. 

i, 38 o.selon Tobias Mayer. 

1,400 .selon Amontons. 

1,403 ...... selon de Luc. . \ 

1,414 ...... selon Bonne. 

i, 433 ...... selon Vandermonde , Berikollet , Monge . 

^437 ...... selon Schukburgh. 

1,48 4 .selon Roy. 

3, 9 375 . selon Priestley. 

1 } 9 38 9 . selon Guy ton , Prieur, 


5!3^707selon Pro^. 
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REMARQUE I. 

94. Ces différences sont beaucoup trop grandes, pour pouvoir être rejettées 
sur le compte de l’expérience seule. Il faudra en conclure plutôt que 
l’élasticité spécifique de l’air commun ne dépend pas seulement du dégTé de 
chaleur qu’il éprouve; mais qu’en outre elle doit être fonction de quelque 
autre qualité de l’air, qui y influe pour le moins autant que la chaleur. 

REMARQUE II. 

q 5 . Le professeur Schmidt , université de dessert, pays de Hesse, a constaté 
par un grand nombre d’expériences laborieuses et exactes, que cette qualité 
n’est autre chose que l’humidité de l’air, c’est-à-dire , la quantité de vapeurs 
aqueuses qu’il tient en dissolution. Il a prouvé que le même dégré de 
chaleur agissoit bien différemment sur un air humide que sur un air sec; il 
s'est occupé de l’élasticité spécifique des vapeurs aqueuses ; il a fini par 
construire une table des élasticités spécifiques de l’air, pour les différens 
degrés du thermomètre et de l'hygromètre. Il a publié son travail dans un 
mémoire précieux, ayant pour titre: sur la force expansive de l’air, charge 
de vapeurs aqueuses , à des températures différentes ; inséré parmi ceux du 
Journal physique de Gren , vol. IV. cahier III. Je me dispenserai cependant 
d’en donner un extrait ici, parce que je le regarde comme très-imparfait, et 
qu’il l’est en effet, de l’aveu même de son auteur. 

REMARQUE III. 

26. Pour rendre aussi complette que possible l’expression générale de 
l’élasticité spécifique de l’air, dans l’état actuel de nos connoissances, consi¬ 
dérons d’abord les vapeurs aqueuses, éparses et dissoutes dans l’air commun, 
comme un fluide acriforme particulier, exerçant sous une densité donnée sa 
propre élasticité absolue, différente de celle de l’air parfaitement sec. Dé¬ 
signons par Al -f- m une masse donnée d’air atmosphérique, les deux lettres 
M, ? n exprimant les quantités des deux fluides dont elle est composée, la 
première appartenant à l’air parfaitement sec , l’autre aux vapeurs aqueuses 
qu’il tient en dissolution. Imaginons un hygromètre construit de manière, 

que par le nombre de ses divisions il indique sur le champ la fraction 771 - 

M-\~ rré 
M 

et désignant cette fraction par h , nous aurons- = 1 — lu Désignons 

M -4- m ® 


de 
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de plus par E, e, les élasticités spécifiques des deux fluides; par N, n, 
leurs dilatabilités , à la température de la glace. Cela étant, nous aurons à 
la têmpérature indiquée par t , l’élasticité spécifique de l’air sec égale à 
E(i-\-Nt); celle des vapeurs aqueuses égale à e (1 -\-n t) ; l’élasticité spécifi¬ 
que de l’air chargé de vapeurs sera donc E (i-| - N t)— h (E — é) —ht (NE—né). 
Telle est la formule , dont il s’agit de faire l’application, pour avoir dans 
tous les cas l’élasticité spécifique de l’air commun. Nous nous permettrons 
là-dessus les observations suivantes. 

57. Premièrement. Nous n’avons aucun hygromètre qui par le nombre de 
ses divisions indique la proportion des vapeurs aqueuses , tenues en disso¬ 
lution dans l’air commun. 

q8. Secondement. Nous ignorons quelle est l’élasticité spécifique des va¬ 
peurs aqueuses à la température de la glace; et nous n’avons pas des notions 
plus certaines sur leur dilatabilité. Le travail de Bétancourt sur la force ex¬ 
pansive des vapeurs aqueuses a un tout autre objet. 

29. T roisièmement. La formule elle-même E ( 1 -\-N t)—h (E — e) — kt (NE — n e) 
suppose qu’il n’qxiste entre l’air sec et les vapeurs aqueuses aucune affinité 
particulière, qui altère la marche naturelle de leurs élasticités spécifiques. 
Cette supposition est-elle rigoureusement permise P Nous l’ignorons encore. 

3 0. Quatrièmement. Cette même formule suppose de plus , que de degre 
en dégré l’élasticité spécifique de l’air sec, ainsi que celle des vapeurs aqueu¬ 
ses , prend des accroissemens égaux entr’eux. Cette supposition est permise 
tout au plus depuis zéro jusqu’au trentième dégré au-dessus de la congélation. 
Elle ne peut plus être admise au-delà de ce terme ; et quant aux élasticités 
spécifiques de l’air au-dessous de la glace, nous devons dire par anticipation, 
que les observations de réfractions lionsontales, faites a des froids tres-rigou- 
reux , se refusent également à la progression arithmétique, ainsi quà la 
somme de deux progressions géométriques , proposée par Prony. 

3 1. Enfin , supposant même que toutes ces conditions eussent été parfai¬ 
tement remplies, est-on bien sûr que les résultats d’une suite d’observations 
faites à l’horison, demeureront encore les mêmes à des hauteurs quelconques 
au-dessus de lui P Une réflexion très-naturelle suffira pour nous persuader 
du contraire. • Pi us on monte dans l’atmosphère, et plus le froid de ces 
régions fait baisser le thermomètre. En suivant la règle ordinaire , cela indi- 
queroit une diminution dans l’élasticité spécifique de l’air. Cependant nous 
conclurions bientôt des observations de Bouguer, que dans la zone torride 5 

B 


IG 
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1 élasticité spécifique de l’air doit être très-sensiblement la même depuis l’ho- 
rison jusqu aux régions les plus élevées de l’atmosphère. Et quant aux zones 
tempérées, si les calculs rigoureux de réfractions horisontaies , comparés 
avec les observations de ces memes réfractions, nous font présumer qu’il 
existe en effet quelque décroissement dans l’élasticité spécifique de l’air, il 
est certain du moins qu’il se trouve bien moins considérable que la tempé¬ 
rature de 1 air dans ces régions ne devroit l’exiger. 

32 . Il suffira de ces réflexions, je crois, pour faire voir, qu’en suivant 
la route ordinaire, pour arriver à la connoissance de l’élasticité spécifique de 
1 air , on n y parviendra probablement jamais. Un instrument au contraire * 
qui par le nombre de ses divisions nous indiquât sur le champ la densité de 
l’air, de même* que 1^ baromètre en indique l’élasticité absolue, le thermo¬ 
mètre la chaleur , l’hygrometre l’humidité, nous meneroit directement au 
but que nous nous proposons ; car divisant la hauteur du baromètre par la 
densité, on auroit sur le champ l’élasticité spécifique de l’air dans tous les 
cas possibles. Je dois donc prévenir le lecteur , que jè suis occupé de la 
construction dun manomètre , marquant à chaque instant le rapport de la 
densité de 1 air à celle du mercure, et qu’incessamment je ferai part 
au public des connoissances aërologiques, acquises à l’aide de cet instru¬ 
ment , aussi utile aux physiciens, qu’indispensable aux astronomes. 

33 . Nous voici arrivés au point le plus important, et qui constitue l’objet 
principal de ce chapitre: c est la disposition des couches atmosphériques, et 
la loi générale à laquelle elle est assujettie. Supposons la terre entourée 
d’une masse élastique, composée d’un nombre quelconque des fluides aëri- 
formes les plus hétérogènes, disposées cependant par couches concentriques, 
de manière qu’à chaque distance du centre de la terre, la pesanteur abso¬ 
lue , la densité, l’élasticité absolue et l’élasticité spécifique de l’air puissent 
être regardées comme fonctions de cette distance. Soit (fç. /.) 

a .râyon de la terre , C B. 

y . distance au centre, CP. 

1 et P. . pésanteur absolue en B et en P. 
î et E. . élasticité spécifique en B et en P. 
i et Y .. densité du fluide en B et en P. 

B et H. . hauteur du baromètre en B et en P , 
w .densité du mercure. 
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des couches atmosphériques. 
DEFINITION. 

34. Imaginons une courbe, ayant pour axe , l’axe même de la terre pro¬ 
longé CBI; les abscisses étant les distances mêmes au centre, y, aux¬ 
quelles nous donnerons pour ordonnées , les hauteurs barométriques qui 
répondent à ces distances. Nous l’appellerons courbe des hauteurs barométri¬ 
ques , ou simplement courbe barométrique . 

THÉÔREME. 

35. La soutangente de la courbe barométrique dans chacun de ses points , est 
égale à m E B : P. 

DEMONSTRATION. 

36 . Il doit y avoir naturellement équilibre entre le poids d’une colonne 
de mercure de la hauteur — d H , et celui d’une colonne d air ayant pour 
hauteur dy, à telle distance du centre qu’on veut. La pésanteur absolue 
étant la même pour les deux colonnes , on doit avoir — mdH zzz Y d y ; pre¬ 
mière équation fondamentale. Reste à évaluer Y. Les élasticités absolues étant 
généralement proportionnelles aux hauteurs barométriques multipliées par les 
pesanteurs absolues, le rapport des élasticités absolues en B et en P sera 
celui de B: HP. Ce rapport étant divisé par celui des élasticités spécifiques, 
donnera celui des densités; on aura donc 1 : YzzzB E: HP; autre équation 

Ii d y m B E 

fondamentale , qui combinée avec la première , donne— ^ ^ — p • On 
aura donc ——— pour expression de la soutangente. Ce qu dfalloit démontrer. 

REMARQUE I. 

37. Le problème de la disposition des couches atmosphériques est donc 
réduit à l’intégration de l’équation — P H dy z=zm B E d H. Le produit m B 
est une quantité constante. P est une fonction très-connue dey ; d ailleurs 
elle peut absolument être confondue avec l’unité, dans toute l’étendue de 
l’atmosphère, où la densité de l’air est encore sensible. Reste à connoître la 
fonction E , qui exprime l’élasticité spécifique de l’air à la distance y. Et 
c est ce qu’on ignore. On ne sait pas , si elle est la meme dans toute la 
hauteur de 1 atmosphère, ou si elle va en augmentant, ou enfin, si elle va 
en diminuant. D’abord il S e présente une raison physique très-simple qui 
devroit la faire aller en diminuant, c’est le froid des régions supérieures 5 

R st 
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dont 1 effet se réduit constamment à affoiblir l’élasticité spécifique d’un fluide 
aeriforme quelconque. D’un autre côté, l’équilibre naturel des fluides aëri- 
formes sembleroit exiger le contraire , les régions les plus élevées de l’at¬ 
mosphère devant naturellement être occupées par ceux d’entr’eux, qui à 
pression égale l’emportent en légèreté sur les autres, et qui par cette raison 
même doivent se placer au-dessus d’elles. 

REMARQUE II. 

3 S. Voilà donc deux causes qui agissent évidemment en sens contraire. 
Seroit-ce qu’elles se détruisissent mutuellement ? L’élasticité de l’air des hautes 
régions seroit-elle précisément réduite à l’élasticité des régions inférieures, 
par le plus grand froid des premières? L’élasticité spécifique alors seroit la 
même dans toute la hauteur de l’atmosphère; cela seroit fort commode pour 
le calcul, mais Ce cas est le moins probable de tous. Le froid des régions 
supérieures prévaudroit-il sur l’élasticité spécifique de l’air, naturellement 
plus grande? Ou bien, cette élasticité l’emporteroit-elle sur les effets du 
froid P Dans le premierxas, l’élasticité spécifique de l’air iroit en diminuant, 
dans le second elle iroit en croissant; et c’est entre ces deux cas qu’il im- 
porte de décider. 

REMARQUE III. 

3 g. Le calcul des réfractions horisontales va prononcer sur cette impor¬ 
tante question. Nous verrons que dans nos zones tempérées l’élasticité spé¬ 
cifique de l’air va réellement en décroissant depuis l’horison jusqu’aux 
régions les plus élevées; et en même tems nous allons avoir une donnée sure 
pour déterminer avec précision le rapport des élasticités spécifiques aux li¬ 
mites extrêmes de l’atmosphère. Commençons par le cas le plus simple. 

PROBLEME. 

4 1 - On demande V expression de la hauteur barométrique H , et celle de la den¬ 
sité Y -, en regardant le rayon de la terre comme infiniment grand , et en suppo¬ 
sant Télasticité de Pair constante , dans toute la hauteur de P atmosphère. 

SOLUTION. 

41. Ayant E=z 1, P= 1, l’équation -PHdy ~ mBEdH deviendra 
— H dj=zm B dHi et supposant y — a z=. x , on aura l’intégrale H — Be~~ x:mB ' 

A la place de l’autre équation BE Y = HP il viendra H~B Y, ce qui 






des couches ATMOSPHÉRIQUES. l3 

donne Y = e~~ x ; m B • Les deux courbes, celle des densités, et celle des 
élasticités spécifiques , seront donc identiquement les memes dans le cas 
d’une élasticité spécifique constante ; l’une et l’autre étant une logistique, 
dont la soutangente est m B. 

COROLLAIRE I. 

42. Le nombre m est égal à la densité du mercure , divisée par la densité 
de l’air. Le produit mB est donc proportionnel à la hauteur du baromètre B, 
qui exprime l’élasticité absolue de l’air à l’horison, divisée par sa densité. 
Ainsi la soutangente de la logistique, entièrement indépendante de la hau¬ 
teur du baTometre, sera proportionnelle à l’élasticité spécifique de l’air. 

COROLLAIRE II. 

4 3 . Je désignerai constammen tla soutangente barométrique par lalettreA telle 
lui sera consacrée dans la suite. On aura doncles deux équations H=Be 
Y=e~ x:h . Reste à déterminer h. Cela n’aura aucune difficulté pour ceux 
qui seront pourvus de notre manomètre; 1 échelle de cet instrument leur 
marquera dans tous les cas le nombre m; et la multiplication de la hauteur 
du baromètre B par m leur fera connoître la soutangente h. Le calcul et 
l’observation suppléeront en attendant, le mieux qu’il est possible , au defaut 
de cet instrument. 

OBSERVATION. 

44. A la température de 16 | de Re'aumur, les quatre premières décimales de 
la différence des logarithmes tabulaires de deux hauteurs barométriques , observées 
dans deux ponts différemment élevés au-dessus de Hanson , font connaître la 
différence des élévations des endroits, en toises de Paris . telle est a ameuse 
observation de de Luc. Cela veut dire en d’autres termes : A 16 , de Beau- 
mur , la soutangente h est égalé à 43^3 toises. 

COROLLAIRE. 

45 - La soutangente étant trouvée pour une certaine température, il reste 
à la déterminer pour toutes les autres. Cela dépend de 1 élasticité spéci que 
de l’air , qui est fonction de la chaleur et de l’humidité à la fois ; mais comme 
l’état actuel de la physique ne nous pennet pas encore de faire entrer en 
compte cette dernière , nous devons nous restreindre à la chaleur seule. 
Reste donc à choisir parmi les différentes fractions rapportées en 22. J ai cru 
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que ce choix n’étoit pas arbitraire dans un ouvrage sur les réfractions astro¬ 
nomiques; j'ai préféré 555, résultat d’une infinité d’observations faites par 
Tobias Mayer , l’observateur le plus exact et le plus infatigable de son siècle. 
Cela donne pour la température des caves, ou dix déçrés de Re'aumur , 
Æ= 4218 toises: telle est la valeur qne je lui supposerai dans la suite. 

REMARQUE. 

46. Reste à faire l’application de cette donnée au calcul de la réfraction 
horisontale. Ici je serai obligé de proposer par anticipation quelques théo¬ 
rèmes, dont on trouvera la démonstration dans le second et dans le qua¬ 
trième chapitre. Je désignerai donc par 1:1 fi- u le rapport du sinus d’inci¬ 
dence au sinus de réfraction, dans le passage d’un rayon de l’air dans le 
vuide. Nous verrons que ce rapport est en même tems celui du sinus de 
la distance apparente à celui de la distance vraie, depuis le zénith jusqu’à 
70° de distance. De plus, la fraction a est constamment proportionnelle 
à la densité de l’air près l’horison. Enfin, depuis le zénith jusqu’à 70° de 
distance, la réfraction est égalé à multiplié par la tangente de la distance 
apparente. 

THEOREME. 

4 7 - Supposant Vélasticité spécifique de l'air constante dans toute la hauteur de 
P atmosphère , et faisant z=z n , la réfraction horisontale , exprimée en par¬ 

ties du rayon , sera égale a la racine qudrrée de \ nu tt, multipliée par la sé¬ 
rie 1 -f- A n + Bn z -f- Cri* fi- etc. ; les coèÿiciens A , B , C , D etc. étant des 
nombres constats et absolus , dont les valeurs sont : 

A = 2 1:2 — i; 

2 B = 33 :=— 2 . « 3 :>fi_ j . 

6 C = 4* :2 — 3 . 3 '-'-fi- 3 . 2 ,: 1 — 1 ; 

n D = y :1 — 4. 4 7: - -f- 6. 3 7:2 — 4. a* !a + 1; 

120 E = 6 9:2 — 5. 5 9:1 -f-10. 4 9:2 --io. 3 9:2 — 5 . Q 9 :i fi-l; 

etc. etc. Le calcul numérique , dressé sur ces formules, donne 
A = 0,414214; Eog. A = 9,6172248 ,* 

B = 0,269649,- Log. B = 9,4307988 ,* 

C = o,aooS 63 Log. C = 9,3029043 ; 

D =. 0,160a 33 Log. D = 9,2048061,* 

E = 0,132933 Log. E — 9,1236393. 
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Comme la série est très-convergente dans tous les cas, il est inutile d’aller 
jusqu’au cinquième coefficient ; et presque toujours on peut s’arrêter au 
troisième. 

PROBLEME. 

48. Connoissant la refraction horizontale R , et la fraction u , égalé à la 
refraction qui convient à 45 dégrès de hauteur apparente , et proportionnelle a ta 
densité de Pair , déterminer la soutangente h , proportionnelle à son élasticité 
spécifique. 

S O L U T I O N. 

49. L’inconnue du problème n dépend de la solution de l’équation 
J? 1/ 2 ~ (l -j- A n -j- B ri 1 -j- C n l etc. ) \/ un 7 r. Comme il est impossible 
d’en tirer l’inconnue n autrement que par approximation, désignons par p 
une valeur approchée de n , et par (1 —v) p ou p , ensuite par (1 v) p 
ou p" etc. des valeurs plus approchées que n’étoit p. On trouvera 5 v, en 

divisant 1 + Ap + Bp* + C p 3 + etc.-,par 1 + 3 Ap + 5 Bp 2 + 

7 Cp 3 + etc. De (î-v) p—p on passera à (i-V) /=/, de celle-ci 
à (1 _v") p" = p'" etc. et comme la série est très-convergente , la troisième 
opération fera connoître l’inconnue n avec une précision plus que suffisante. 
On aura ensuite la soutangente h , en divisant u a par n. 

OBSERVATION I. 

5 0. On trouve dans la première table des réfractions, dressée par Bouguer, 
sur une suite d’observations astronomiques , faites dans la zone torride, au 
bord de la mer, a = 4f" = 0,0002i 33 a en parties du rayon: et 

37'—; 0.007854. Si d’après ces deux données on demande la soutan¬ 
gente barométrique h , supposons au hasard Log. p = 9,2511411 ; il nest 
pas difficile d’avoir une valeur approchée de Log. p , parce que cette sou¬ 
tangente qu’on cherche, doit nécessairement se trouver entre 36 oo et 4800 

toises. On tire de là par un calcul très-facile v= ; ce qui donne 

P — HïSK p; et Log. p' — 9,2024688. Cette dernière valeur donne 

3000 t 

V = — j S 38 0 '»5 3 d ’ oü r ° n tir e p"=z p 1 . Cette valeur peut être prise 

pour m iln’estpas nécessaire d’aller jusqu’à v /; . Cela donne Log.nzzzfyWÏ^V' 
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En effet, si l’on employé ce logarithme, pour évaluer l’expression générale 
{i An-\- B rr -\- etc.) I / \umr , on trouve 27 minutes de réfraction hori¬ 
sontale, sans qu’il y ait une seconde d’erreur. De n on déduit h , ou la 
60 Utangente demandée, égale à 4378,84 toises ; ce qui suppose une tempé¬ 
rature de 18 dégrés au - dessus de la glace. 

REMARQUE. 

51. Comme il paroît par la rélation des citoyens Bouguer et Condamme , 
que la température moyenne au bord de la mer est effectivement de 18 0 
dans cette partie du nouveau monde, l’on voit que la supposition d’une 
élasticité spécifique constante se trouve pleinement confirmée par l’observation 
de Bouguer. Déplus, un coup d’oeil sur la formule 7 ? = (1-}- An-\-Bn-\-etc.) 
]/ l un 7r nous fait voir, que toutes choses égales d’ailleurs , en supprimant 
même les termes An , B n z etc. l’inconnue n est proportionnelle au quarré 
de la réfraction horisontale; et qu’ainsi de très-légères erreurs, commises 
dans celle-ci , en produisent de très-graves dans l’estimation de la tempéra¬ 
ture. Une demi-minute de moins dans la réfraction horisontale auroit indi¬ 
qué une température de 4S 0 au-dessus de la glace; et dès-lors il auroit fallu 
renoncer à la supposition d une élasticité spécifique constante. 

OBSERVATION II. 

52. La seconde table de Bouguer est pour Quito à 1479 toises au-dessus 
du niveau de la mer. Prenant un milieu entre les deux réfractions, à 44 et 
46 dégrés de hauteur apparente, elle donne o>trz 36 // , faisant 0,00017453 en 
parties du rayon; et la réfraction horisontale dë 22 / 5 o // . On en tire pour 
sou tangente des hauteurs barométriques, h = 4 o 3 o toises; c’est celle qui 
convient à la température d’un demi-dégré au-dessous de la glace. Comme il 
est dit positivement dans le mémoire de cet astronome, année 1749? que 
cette observation a été faite au pied des neiges , l’on voit q $sè' si l’on avoir 
imaginé Ces réfractions exprès, pour prouver l’accord qüi régné entr’elles 
et l’hypothèse qu’on avoit employée , l’on ne pouvoit guères mieux choisir. 
La supposition d’une élasticité spécifique constante dans la zone torride se 
trouve donc confirmée par cette seconde observation, de Bouguer , de même 
que par la première. 


OBSER- 
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OBSERVATION III. 

53 . Une troisième table de Bouguer fait connoître l’augmentation que 
prennent les réfractions de la table précédente, pour des lieux moins élevés 
de 5oo toises. On y trouve la réfraction horisontale, égale à 24 32'; et 
où = 4 1" ou 0,00019872 en parties du rayon. On en déduit la soutangente 
barométrique h , égale à 4533 toises; appartenante à une température de 
Q7 dégrés au-dessus de la glace , dans la supposition d’une élasticité spécifi¬ 
que constante ; ce qui s’accorde fort bien avec la latitude de la ville de 
Quito ,, et la hauteur de l’endroit, où étoit l’observateur. 

REMARQUE. 

54. Les trois observations de Bouguer remplissent parfaitement les condi¬ 
tions, que la haute analyse exige. Dans les trois observations, la réfraction 
horisontale a exactement été ce qu’elle devoit être, d’après la formule géné¬ 
rale , calculée sut la supposition d’une élasticité spécifique constante dans 
toute la hauteur de l’atmosphère. Nous pouvons donc mettre au nombre 
des vérités presque géométriques, que dans la-disposition des couches atmos¬ 
phériques , tout le mélange possible de gas, de vapeurs , de fluides hétéro¬ 
gènes etc. ne sauroit porter atteinte aux deux grandes loix de la nature : 

Densité de Vair , ■proportionnelle au poids qui comprime ; 

Réfrangibilité , proportionnelle à la densité ; 
et que si ces loix ne sont pas observées dans toute l’étendue de la surface 
du globe, elles sont maintenues au moins avec la plus grande rigueur dans 
cette vaste partie de la zone torride , qui a servi aux observations de 
Bouguer et Condamine. 

. OBSERVATION IV* 

55 . Descendant la surface du globe , de l’équateur vers les pôles , entrons 
dans cette partie de la zone tempérée, qui a servi aux observations du cé¬ 
lèbre de la Caille , et examinons la table de réfractions qu’il nous a donnée. 
Nous y trouvons u = 66", ce qui fait o,ooo 32 en parties du rayon; et la 
réfraction horisontale de 33 ' 3 o". Appliquant à ces données, la méthode en¬ 
seignée en 49 , pour déterminer la soutangente barométrique, nous la trou¬ 
vons égale à 6424 toises. Cette soutangente appartient à la température de 
i 3 o dégrés au-dessus de la glace; température bien supérieure à celle de 
l’eau bouillante , et même à celle du souffre fondant. Réciproquement, si 
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l’on suppose à l’observation de la Caille la température moyenne des caves, 
'qui est la plus probable de toutes, et qu’dn employé , pour calculer la ré¬ 
fraction borisontale , la formule générale de 47, que nous avons trouvée 
parfaitement d’accord avec toutes les observations de Bouguer , nous trouvons 
43' 9", au lieu des 33 ' 3 o ;/ 9 marquées dans la table de la Caille. 

REMARQUE. 

y6. Nous ne sommes pas les seuls qui trouvent à redire à la table des ré¬ 
fractions , dressée par ce grand astronome ; on est généralement persuadé, 
.que ses réfractions sont beaucoup trop fortes. Il ne nous appartient pas au 
reste, de répandre le plus léger nuage sur le travail précieux de cet illustre 
observateur; mais ce que nous devons dire, et ce dont tout le monde con¬ 
viendra avec nous, c’est que la réfraction borisontale de la Caille est absolu¬ 
ment incompatible avec la supposition d’une élasticité spécifique constante ; 
et que cet accord entre le calcul et l’observation , que nous avons trouvé 
dans la zone torride, n’est plus le meme dans la zone tempérée. 

OBSERVATION V. 

57. La table de réfractions qui se trouve dans les anciennes éditions de 
T astronomie de la Lande , et qui a été calculée par Bonne , donne où 59'', 
ce qui fait o,0002868 ; et la réfraction horisontale de 32 ' 24". De plus , il est 
dit qu’elle appartient à io° de température , pour laquelle nous avons 
A = i«n 8 toises. Calculant d’après ces données la réfraction horisontale, con¬ 
formément à la formule de 47, on la trouve égale à 38 ' n'V; ce qui fait 
une différence de b' 47" ou d'un sur six , entre l’observation, et le calcul 
fondé sur la supposition d’une élasticité spécifique constante. D’un autre 
coté, regardant la réfraction horisontale de 3 a' 24" comme donnée, et cher¬ 
chant la soutangente h qui lui répond dans la supposition d’une élasticité 
spécifique constante, on trouve h ~ 555 o toises; soutangente qui suppose 
une température de 83° au-dessus de la glace, température encore supérieure 
à celle de l’eau bouillante. 

OBSERVATION VI. 

58 . Examinons encore la table de réfractions qui se trouve dans la demièfe 
édition de Vastrônomie de la Lande , et qui est proprement celle de Btadh y, 
«réduite à la température de ro degrés, aussi bien que cela poüVoit se faite 
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en supposant la réfraction proportionnelle à la densité de l’air; supposition 
que nous trouverons bien éloignée de la vérité , aux approches de l’hori- 
son. Elle donne «rr: 0,00027 5 ; et la réfraction horisontale de 3 2 56 ". La 
température de io° donne h~ 4218 toises. Appliquant à ces données la,for¬ 
mule de 47 , on trouve la réfraction horisontale égale à 36' 26". Il y a donc 
entre l’observation et le calcul fondé sur l’hypothèse d’une élasticité constante, 
une différence de 3 ' 3 o"; c’est-à-dire , dé un sur dix. D’un autre côté , regar¬ 
dant la réfraction horisontale comme donnée, et cherchant la. soutangente h 
qui lui convient dans cette même hypothèse , on trouve h z=z 4993 toises; 
ce qui suppose une température de 52 degrés au-dessus de la glace. 

5g. Prenons pour dernier exemple, la table de réfractions que nous a 
laissé le plus grand de tous les géomètres, et le plus habile de tous les obser¬ 
vateurs qui aient jamais existé; l’homme sans lequel notre astronomie méri- 
teroit à peine le nom de science, parce que c'est à lui seul que nous devons 
la connoissance des éternelles loix de la nature, et l’application de l’analyse 
à ces memes loix, en un mot, l’immortel newton. Quelques années avant 
sa mort il communiqua à son ami Halley la table de réfractions, que celui-ci 
s’empressa de publier dans les Philos. Transact. année 1721. Il n’est pas dit 
comment cette table a été faite, ni si elle est le résultat de l’analyse, ou 
bien celui de l’observation, et dans le premier cas il seroit très-intéressant 
de connoître la méthode dont Newton s’est servi. Il eut mieux fait sans 
doute de l’indiquer; mais il étoit dans sa quatre-vingtième année alors, 
respectons sa vieillesse, et acceptons la table telle qu’elle est, avec la re- 
connoissance que nous devons à son auteur. 

60. La table de Newton donne 33 ' de réfraction horisontale ; et 54" de 
réfraction à 43 degrés de hauteur apparente. On en déduit a — 0,0002618; 
et si l’on employé cette valeur pour déterminer la soutangente des densités h y 
moyennant la méthode d’approximation enseignée en 48 , on trouve cette 
soutangente égale à 4377 toises; elle indique une température de 18 dégré$ 
et deux tiers au-dessus de la glace. Et réciproquement, l’air se trouvant à la 
température de 18 dégrés et deux tiers , la réfraction horisontale de Newton est 
exactement ce qu’elle doit être dans la supposition d’une élasticité spécifique 
constante. Est-ce l’observation ou l’analyse qui a fourni cette table au 
géomètre anglois ? Dans le premier cas, l’exemple d’un pareil accord seroit 
unique peut-être dans toute l’histoire de la physique ; d’autant plus que 
nous verrons dans. le, quatrième chapitre , toutes les réfractions approchante^ 

C 2 
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de l’horison, répondre avec une exactitude presqu’égale aux conditions de 
l’analyse , ce qu’elles sont bien loin de faire dans les trois tables de Bouguer. 
Dans le second, il faudra demander d’abord , pourquoi Newton a-t-il sup¬ 
posé dans le calcul de sa table , la température de 18 dégrés, préférablement 
à toute autre? Ensuite, comment a-t-il fait pour parvenir à la formule de 
47 , qui seule pouvoit lui donner une réfraction précisément égale à 33 ' 45", 
à la température de 18 dégrés et deux tiers. On peut répondre à la première 
question d’une manière assez satisfaisante. Multipliant 28 pouces par le 
produit des deux nombres 14 et 800, dont lé premier exprime le rapport 
moyen des densités du mercure et de l’eau, le second celui des densités de 
l’eau et de l’air, on trouve 4335 toises , ce qui diffère très-peu de 4377 : et 
ce qui indiqueroit rigoureusement une température de 17 dégrés et deux 
tiers. Il est plus difficile de lever la seconde difficulté. La formule de 47 
dépend d’une analyse très - relevée, qu'EuIt r ignoroit encore en 1754 ? et 
dont les principes n’ont été bien dévéloppés que par de la Place , dans son 
Mémoire sur Vapproximation des formules , qui renferment des facteurs élèves à 
de grandes puissances ; inséré parmi ceux de l’académie de l’année 1782. Le 
grand Newton y seroit-il parvenu dès le commencement de ce siècle, par 
des voies qu’il nous a laissé ignorer? Cela ne seroit pas absolument impos¬ 
sible de la part d’un homme pour qui rien n’étoit impossible dans la haute 
analyse; mais il seroit assez singulier au moins , qu’il n’en eut laissé aucune 
trace dans le reste de ses immortels écrits. 

REMARQUE I. 

61. Comme il paroît cependant que la table de Newton est beaucoup plu¬ 
tôt le résultat de l’analyse que celui de l'observation, nous la mettrons de 
côté , quelque favorable qu’elle soit d’ailleurs à la supposition d’une élasticité 
spécifique constante ; et nous nous arrêterons d’abord aux trois tables de la 
Caille , la Lande etBradley. On convient généralement que les réfractions de la 
première sont trop fortes,depuis six dégrés de hauteur apparente jusqu’au zénith. 
Quant aux deux autres , comme le citoyen la Lande dans la dernière édi¬ 
tion de son astronomie , a supprimé la table de réfraction qui se trouvoit 
dans les anciennes éditions , en y substituant celle de Bradley , il n’y a pas 
de doute non plus que cette dernière ne mérite la préférence. Ainsi donc, 
celle de toutes nos tables de réfraction, qui est généralement reconnue pour 
la plus exacte et la plus conforme aux observations, est en même teins 
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celle qui se rapproche le plus de la supposition naturelle d’une élasticité 
spécifique constante. 

REMARQUE II. 

6-2. Cependant, en adoptant cette table , nous trouvons une différence 
de 3 / entre le calcul et l’observation : ce qui indiqueroit une élasticité 
spécifique assez sensiblement décroissante , depuis l’horison jusqu’aux ré¬ 
gions élevées de l’atmosphère. Comme il seroit à désirer cependant, qu’une 
supposition aussi naturelle que celle d’une élasticité spécifique constante, 
fut véritablement la loi de la nature ; et que d’ailleurs il est peu probable 
en effet, qu’une supposition déjà reconnue pour très-véritable dans la zone 
torride /par les observations d’un astronome tel que Bovguer , ne le soit plus 
dans les zones tempérées, il vaut la peine sans doute d’examiner sans pré¬ 
vention , à quoi peut se réduire cette prétendue différence entre le calcul 

et l’observation. .. , 

63 . La réfraction borisontale , exprimée en parties du rayon , est égalé a 

multipliée par la série très-convergente r + A n -f B n* + etc. 
Les coëfficiens rr, A, B etc. sont des nombres absolus. L’expression entière 
ne renferme donc que deux quantités variables: l’une », réfraction à 45 ° 

de hauteur apparente ; l’autre n , mise à la place de — ; la lettre h désignant 
la soutangente barométrique à la température de l’observation, et se trou¬ 
vant proportionnelle à l’élasticité spécifique de 1 air. 

64. Premièrement. Il est reconnu que la détermination de la réfraction à 
45° de hauteur est sujette à de très-grandes difficultés ; aussi les observateurs 
varient singulièrement à ce sujet; de la Caille la porte à 66 secondes, tandis 
que Halley et Flamstead ne lui en assignent que 54 - Supposant en effet 
« = 54", et joignant à cette donnée hz= 4218 toises, conformément aux 
Observations de de Luc; on trouve la réfraction liorisontale égale à 34' 3 °"? 
ainsi cette différence prétendue de 3 ' 3 o" entre le calcul et l’observation , se 
trouvera sur le champ réduite à 1 3 o . 

65 . Secondement. Quant à la soutangente h , proportionnelle à l’élasticité 
spécifique de l’air, j’ai déjà remarqué combien il doit ctre difficile de la 
déterminer d’après la règle de de Luc, en ce qu’il est très-prouvé, que cette 
ligne est fonction de la chaleur et de l’humidité à la fois, et que pour la 
déterminer avec précision, il faut absolument se servir du manomètre. 
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Cependant je ne voudrois pas insister sur cette difficulté, parce que*la sou- 
tangente h n’entre dans le dénominateur de la réfraction que comme racine 
quarrée , et qu’une erreur de quarante toises dans l’évaluation de cette sou- 
tangente, ne produiroit qu’une différence de dix secondes sur la réfraction 
horisontale. 

66 . Troisièmement . Est-il bien vrai qu’à la température de 2 8 poil, barom. 
et de 10 dégrés de Réaumur , la réfraction horisontale ne soit pas plus grande 
que 3 v' 56 "? Le ciel de l’Angleterre, et celui de la capitale de la France, 
sont-ils assez purs et sereins , pour nous faire espérer un nombre suffisant 
d’observations de réfraction horisontale , faites avec toute l’attention qu’elle 
mérite? La très-grande différence qui se trouve entre les observations de cette 
espèce, faites à des températures absolument égales , et par des observateurs 
également célèbres, ne prouve-t-elle pas précisément le contraire ? N’est-il pas 
meme très-solidement prouvé par les observations recueillies par le Aionnier , 
et que nous rapporterons en son lieu , que dans une infinité de cas la ré¬ 
fraction horisontale peut aller à 40, à 45 , et même à 5 o minutes ; et ne 
doit-on pas en conjecturer avec beaucoup de vraisemblance, que cette ré¬ 
fraction en général est sensiblement plus grande, qu’elle n’est marquée or¬ 
dinairement dans nos tables? Enfin si parmi ces observations , il en est qui 
se trouvent absolument conformes à la supposition naturelle d’une élasticité 
spécifique constante ; si ces observations ont été faites sous un ciel bien plus 
pur et serein, que celui de Paris ou de Londres; si ces mêmes observations 
6 ’accordent entr’elles dans tous les autres points, je demande si elles ne 
doivent pas naturellement l’emporter sur d’autres observations, faites sous 
un ciel bien moins pur, discordantes entr’elles dans presque tous les points, 
et ne pouvant être conciliées avec la théorie qu’à l’aide d’une hypothèse 
aussi peu naturelle, aussi contraire même à l’idée de l’équilibre mutuel des 
fluides aërifermes , que celle d’une élasticité spécifique décroissante? 

67. Il ne me paroît donc point démontré encore par la petite différence 
de $ 3 o", entre le calcul et l’observation que l’examen de la table de Bradlcy 
nous a fait appercevoir, que dans la disposition des couches atmosphériques 
dans nos climats, la nature se soit prescrit une autre loi quelconque que 
celle d’une élasticité spécifique constante , ou d’une élasticité absolue pro¬ 
portionnelle à la densité. Cependant, pour ne rien laisser à désirer dans 
cette analyse, substituons à E une fonction de 1a. hauteur X , et voyons ce 
qui en pourra résulter pour le calcul des réfractions. 
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HYPOTHESE. 

68. Quelque soit cette fonction , il faut d’abord qu’elle ne commence à 
différer sensiblement de l’unité, qu’à la hauteur de 5 oo à 600 toises, parce 
que dans tout cet intervalle les différences des élévations des endroits, sont très- 
sensiblement proportionnelles aux différences des logarithmes des hauteurs ba¬ 
rométriques. A quatre mille toises,l’élasticité spécifique peut avoir diminué d’un 
quart ou d’un cinquième. A douze mille , il est permis qu’elle soit à l’unité 
comme 3 : 4 , ou comme 5 : 7 . Il est fort indifférent ce qu’elle devienne 
après, attendu qu’à de plus grandes hauteurs la densité de l’air paroît trop 
foible pour affecter sensiblement les réfractions astronomiques. Or, on rem¬ 
plit le mieux ces différentes conditions, en prenant pour la courbe des élas¬ 
ticités spécifiques une logistique dont la soutangente est différente de celle 
des hauteurs barométriques , et beaucoup plus grande qu’elle. Nous la dé¬ 
signerons par g. Nous aurons E — e ; équation de la courbe aux 

élasticités spécifiques. 

PROBLEME. 

69. Ayant Ez=z e *“ X:S , on demande la loi des hauteurs barométriques , et 
celle des densités. 

SOLUTION. 

70. Des deux équations — mdHz=z Ydy , et B E Y = H P , on tire 
d’abord mBEdH = — HPdy. Ayant m B z=z h , faisant de plus comme 
ci-dessus y — a = x , et considérant que la pésanteur absolue P peut abso¬ 
lument être confondue avec l’unité dans toute l’étendue de l’atmosphère où la 
densité de l’air est enco^ sensible, cette équation deviendra h EdH~-Hdx; 

ayant pour intégrale Log.~= ~ (-g- -1 )• Ajoutant à ce logarithme celui 
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COROLLAIRE I. 


71. Comme la soutangente des élasticités spécifiques g est au moins de 
trente-mille toises, à ce que le calcul nous apprendra bientôt; et que la 
plus grande hauteur à laquelle l’air paroît encore influer sensiblement sur la 
réfraction , est tout au plus de vingt-mille toises , on peut très-bien s’arrêter 

, * , ** - 

au second terme de la série tres-convergente 1 -f- — -f- + etc. ; et me¬ 


me , en s’arrêtant au seul premier terme, et supposant Log. -- — —-— , 

g h ... 

ou x divisé par-- , on aura employé une approximation, qui ne pourra 

pas nous écarter sensiblemeut de la vérité. 


COROLLAIRE IL 

72. Le décroissement des densités de l’air dans la supposition d’une élasti¬ 
cité spécifique décroissante en progression géométrique, sera donc très-sensi¬ 
blement représenté par une nouvelle logistique, ayant pour soutangente 

§h , Désignant cette nouvelle soutangente par 5, on aura Y=e~ x:s ; 
équation des densités , si non entièrement véritable, du moins beaucoup plus 
approchante que l’équation ordinaire Y=ze~~ x:1 \ 

COROLLAIRE III. 


7 3 . Mettant p à la placé de > de même qu’en 47, on avoit fait 

n — il est clair que p sera la racine de l’équation R=. ( 1 -\-A yt^-f- -B etc.) 
h 

y/ \u[L7r ; la réfraction horisontale étant désignée par R. Tirant de cette 
équation la valeur de par la méthode enseignée en 49, on aura s ; 

pt ensuite s— pour valeur de la soutangente aux élasti- 

& s — h «a — nh 

cités spécifiques. 

APPLICATION I. 

74. La table de Bradley , réduite à la température de lo°, donne ^^=4218 
toises ; u = 56 " 8 = 0,000275 ; et R = 3 *' 56 ". On en tire s = 4992,71 

pour 
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pour valeur rigoureuse de la soutangente aux densités, dans la supposition 
d’une élasticité spécifique décroissante. Cela fait connoître g , soutangente 
aux élasticités spécifiques, égale à 27183,37 toises. 

APPLICATION II. 

75. Comme cependant il régné une incertitude de quelques secondes dans 
le compte de ^a réfraction à 45° de hauteur, de l’aveu même des meilleurs 
observateurs, supposons d’après Halley a — 5 4"=: 0,0002618 ; et voyons ce qui 
en résultera pour s et g. On aura s , soutangente aux densités, égale à 
4558 , 6 g toises ; et g, soutangente aux élasticités spécifiques , égale à 56443.45 
toises. Dans ce dernier cas , l’élasticité spécifique de Pair ne se trouveroit 
réduite à la moitié, qu’à 5 oooo toises de hauteur. A iqoo toises la diminu¬ 
tion de cette élasticité spécifique seroit encore absolument insensible à nos 
instrumens météorologiques ordinaires. 

REMARQUE I. 

76. Il a fallu se décider entre les deux valeurs , qu’on peut supposer à la 
réfraction où , l’une conforme à la table de Bradley , l’autre à l’observation 
de Halley. Quoique ces deux observateurs soient absolument égaux en mé¬ 
rite , cependant pour ne pas avoir à me reprocher, d’avoir favorisé l’un 
d’eux, uniquement pour faire quadrer mes formules aux observations, je 
me suis déclaré pour Bradley. Voici à présent la table complette des trois 
soutangentes, avec leurs logarithmes , auxquels nous joindrons ceux des 

h s g 

rapports — 

a a a 

y h —: 4218,00 toises; 

s zzr: 4992,71 toises; 
v g = 27183,37 toises; 

Log. h — 3,6251066; 

Log. s 3 , 6 g 83365 ; 

Log. g = 4,4343o33 ; 

Log. {h: a) = 7,1096139; 

Log. {s: a) 7,1828438; 

Log. (g: a) = 7,9188106; 

h : a _= 0,0012871047; 

S:a ===: °,0015235046 ; 

& * a 050082948900. 


D 






26 


CH AP. I. DISPOSITION 


REMARQUE II. 

77 » Ainsi donc , à 100 toises de hauteur, la diminution de l’élasticité spé¬ 
cifique doit etre absolument insensible pour nos mesures usitées, n’étant 
encore égale qu’à un trois-centième de sa valeur totale. A 300 toises elle 
aura diminué d’un centième ; à 900 toises d’un trentième; à i3oo toises d’un 
vingtième; à <2600 toises d’un dixième; à 5 ooo toises d’un cinquième ; à 11200 
elle se trouvera réduite aux deux tiers , à 16000 toises aux cinq - neuvièmes 
de ce qu’elle étoit à l’horison. 

REMARQUE III. 

78. La hauteur du baromètre H est bien moins affectée par la supposition 

d’une élasticité spécifique décroissante. Ayant Log. -|_fL_|_ etc .) ; 

on voit que pour des élévations moyennes au-dessus de l’horison l’on peut se 

servir sans erreur sensible de l’ancienne formule Log.~ ou Hz^.Be—** 

H h ’ 

La table des'hauteurs barométriques dans la nouvelle hypothèse est donc 
sensiblement la meme, que celle des densités dans l’ancienne. 

REMARQUE IV. 

79. Quant aux hauteurs à mesurer par les observations barométriques # 
à quoi peut se réduire la différence entre les deux hypothèses. On a 

l’une xz=zh Log. (B:H). L’autre donne x égale à g, multiplié par le 

logarithme hyperbolique de i Supposant B = a8 pouces; 

£ = 4218 toises , ce qui suppose une température de dix degrés; et ayant de 
plus g = 27i83 toises, on trouve pour 

Haut . barom. H. Elévation de Vendroit x . Erreur . 

en supposant Vélastieité 
constante ; décroissante. 

*8 ...... 0,00. . . . 0,00.. 

26... 312,39.... 3io,82. 1 sur 176; 

2 4. 65 o,qi.... 642,03. 1 sur 83; 

21 .1213,44.... 1187,13. 1 sur 47; 

H.2923,69-2776,90.1 sur 20. 

De ces quatre différences il n’y a que la dernière qui puisse être bien 
sensible pour nos instrumens météorologiques; mais c’est à une hauteur, 
qu’on ne trouvera nulle part dans l’ancien monde, et dont la mesure géo¬ 
métrique est absolument incertaine. 


VOICI 

dans 
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REMARQUE V. 

80 . La soutangente aux élasticités spécifiques g ( supposée toutes fois 
qu’elle ne soit pas infiniment grande, et que toute cette hypothèse des élasti¬ 
cités spécifiques décroissantes ne se réduise enfin à être une pure illusion, 
produite par la très-grande difficulté des observations de cette espèce) est- 
elle une quantité invariable et indépendante des différentes modifications 
de l’atmosphère P Nous l’ignorons. Les observations barométriques ne peu¬ 
vent guères nous en instruire , à moins qu’elles ne fussent faites à des 
hauteurs de quinze cent à deux mille toises ; car à de moindres hauteurs on 
trouvera toujours la différence des élévations des endroits sensiblement pro¬ 
portionnelle à la différence des logarithmes des hauteurs barométriques. Le 
seul moyen de s’en assurer, seroit de faire des observations de réfraction ho- 
risontale , en beaucoup plus grand nombre, et avec plus de précision , 
qu’on n’a fait jusqu’ici. Peut-être trouveroit-on , que la hauteur du baro¬ 
mètre et la densité de l’air restant absolument les mêmes à l’horison, les 
réfractions horisontales peuvent différer sensiblement entr’elles. Il seroit 
difficile alors d’expliquer cette différence , à moins que de supposer un 
changement survenu à la soutangente g , laquelle , dépendant uniquement 
des modifications qui peuvent arriver dans les couches élevées de l’atmos¬ 
phère , pourroit très-bien varier, sans que ni la densité , ni l’élasticité abso~ 
lue de l’air à l’horison , se ressentissent de cette variation. 

REMARQUE VI. 

81 . Quelque soit notre incertitude à cet égard , il paroît cependant que 
la soutangente aux élasticités spécifiques n’est pas sujette à des variations 
aussi considérables que la soutangente barométrique A, qui pour chaque 
dégré du thermomètre éprouve un changement d’un deux-cent-trentième. 
La première ne dépend que des variations qui peuvent arriver dans les ré¬ 
gions fort élevées de l’atmosphère , exemptes, comme on sait, d’une infinité 
de causes éphémères , qui affectent différemment ses régions inférieures : et 
s il nous étoit permis de pénétrer dans les premières, armés de tout l’appa¬ 
reil de nos instrumens météorologiques, il est probable que nous en trouve¬ 
rions la température aussi invariable que celle des caves. Je continuerai 
donc, sans crainte d’erreur sensible, de supposer à cette soutangente g , la 
valeur de 27*83 toises. 


D s 
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REMARQUE VII. 

82. Il faut bien se garder de confondre ensemble les deux soutangentes 
h , s. La première , hzxztn B , égale à la hauteur du baromètre multipliée 
par le rapport de la densité de l’air à celle du mercure , proportionnelle à 
l’élasticité spécifique de l’air près Fhorison , et prenant comme elle l’accrois¬ 
sement d’un deux-cent-trentième pour chaque dégré du thermomètre de 
Réaumur; elle exprime le décroissement des densités dans l’ancienne suppo¬ 
sition d’une élasticité spécifique constante; et dans la nouvelle, elle peut 
encore servir pour déterminer d’une manière approchée le décroissement des 

hauteurs barométriques. L’autre, s =. --* - — ■ ë . m . R - exprime le décroisse- 

g — h g — rn B r 

ment des densités dans l’hypothèse d’une élasticité spécifique décroissante en 
progression géométrique; ainsi c’est elle qu’il faut employer exclusivement 
dans le calcul des réfractions astronomiques. En voici la table : 

Degré de Soutangente aux densités , en supposant Félasticité 
Réciumur . constante , h. décroissante , s. 

.. 4588,4. 5520,2 

28. 4551)4. 5466,7 

26. 4 5l 4>*. 54 l3 > 3 

24..,. 4477,3 5360,2 

22. 4440,2. 5307,1 


20. 4403,2 

18. 4366,2 

16. 4329 ) 1 - 

14. 4292,1 

.. 4q55,o, 

10. 4218,0, 

8... 4181,0, 

6 . 4M 3 >9 

4. 4106,9 

2.•. 4069,8 

.. 4 ° 32,8 

.. 3995,8 

—4. 3958,7 

—6. 3921,7 

__8. 3884,6 

.. 3847,6 


5254)3 
5qoi,7 

5149.2 
5 og 6 ,g 
5 ° 44,7 

4992.8 

494 '.o 

4889.3 

4837.8 

4786.3 

4735.2 

4684.3 

4633.4 

4182.8 
4532,2 
4481,9. 













































DES COUCHES ATMOSPHERIQUES. 2g 

REMARQUE VIII. 

83 . Conformément aux principes que nous venons d’établir, nous suppo¬ 
serons constamment, dans la suite de cet,ouvrage, en suppo¬ 
sant 5 , soutangente aux densités, égale à g — mB 8 uant * ^ ^ ettre 

n , elle ne désignera plus la fraction -j— , mais , conformement à la sup¬ 

position d’une élasticité spécifique décroissante, supposition très-probable 
au moins dans toute l’étendue de nos zones tempérées. Je désignerai de 

même par la lettre c la petite fraction— , dont nous ferons un usage tres- 

fréquent dans la suite. La soutangente g se trouvant infiniment grande sous 
l’équateur, ce qui donne s —A, on y fera constamment Y —c x et 

, A des latitudes moyennes , telles que sont celles de nos villes 

m 2> 

d’Italie, de France, ou d’Angleterre, la soutangente g se trouvera égale à 
trente-mille toises à-peu-près; il n’est pas nécessaire de la connoitre 
avec une très-grande précision, attendu que le calcul des réfractions 
en général n’en est que très-peu affecté. L analogie au reste nous porte à 
croire, qu’à des latitudes plus grandes, et qui approchent davantage de go 
degrés, la soutangente g pourra bien devenir beaucoup plus petite que 
30000 toises ; et qu’alors , la différence des deux soutangentes h et 5 sera 
bien plus sensible que dans nos zones tempérées. Cependant, dans 1 état 
actuel de nos conrioissances , nous ne pourrions proposer que des conjectures ; 
il est réservé sans doute aux siècles futurs , de nous faire connoitre la vé¬ 
ritable valeur de la soutangente g , qui lui appartient à chaque dégré de 
latitude. 
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CHAP. II. PRINCIPES GÉNÉRAUX 


CHAPITRE SECOND. 

Principes généraux de la route de la lumière par les airs . 


l E M M E. 

i. La réfraction de la lumière est Veffet de Vattraction que les corps transparent 
exercent sur elle. Cette proportion est la base du système de Newton ; elle 
sera également la base de notre analyse ; et si elle ne paroissoit pas suffisam¬ 
ment prouvée encore par les expériences et observations que le géomètre 
anglais nous a transmises, elle acquerroit un dégré de certitude de plus, par 
l’accord entre les résultats de nos calculs et les réfractions observées. 

L E M M E. 

q. L’attraction des corps sur la lumière ne s'étend qu'à de très-petites distances . 
Nous croyons ce lemme suffisamment prouvé par les expériences connues 
sur l’inflexion de la lumière , de même que par l’impossibilité physique 
d’apprécier la partie véritablement curviligne du rayon réfracté, ni de déter¬ 
miner la distance, où il commence à se détourner de sa route. Au point de 
contact même, l’attraction du corps transparent sur la lumière doit être très- 
grande, mais elle doit décroître très-rapidement, et cesser d’être sensible à 
une distance beaucoup trop petite pour être déterminée par aucun moyen 
de physique connu. 

PROBLEME. 

3 . Un rayon de lumière S B étant supposé traverser une atmosphère , composée 
de couches sphériques et concentriques , de manière que la densité du milieu dans 
un point quelconque B soit fonction de sa distance au centre CB; déterminer la 
force accélératrice , dont il est sollicité à se détourner de sa route , et à se rap¬ 
procher de la perpendiculaire B C. 

SOLUTION. 

4 - Du centre B , et d’un rayon pris à volonté, décrivez la circonférence 
de cercle A EDF; et ayant pris les deux points M, m , infiniment près 
l’un de l’autre, abaissez les perpendiculaires MP, mp. Alors, désignant 
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par y la distance du point B au centre de l’atmosphère; par Y , la densité 
du milieu en B; par r, le rayon B M pris à volonté; par x , l’abscisse BP; 
cherchons d’abord l’expression de la somme des forces attractives, exercées 
par les particules d’air qui composent la zone produite par la révolution de 
l’élément M m autour de l’axe B C , sur la particule de lumière, placée en B . 

5 . Cette somme sera en raison composée des quatre quantités suivantes. 

x 

Premièrement , la surface de la zone, * 7 rrdx. Secondement , la fraction —, 

conformément au principe de la composition des forces. Troisièmement , la 
force attractive absolue 2?, qui convient à la distance BMxxzr, et qui peut 
être considérée comme une quantité constante , étant la meme dans tous les 
points de la zone. Quatrièmement , la densité de l’air qui convient à la 
distance au centre C B . 

_ . , xd Y , x-ddY æ3 J3 Y 

o. Cette densité est égale à f- 


dy 


i. t d y 2 


a.3. 3 dy 3 


- etc. ; ex- 


xd Y 


pression qui se réduit à. Y --— , d’après le second lemme. On aura 


cdF 


donc a 7rRxdx ( Y --—), pour somme des forces attractives, exercées 

par la zone , produite par la révolution de l’élément M.m autour de l’axe B C. 

7. Intégrant cette quantité, en prenant x seule comme variable, on trou¬ 
vera ttRxx Y— 17 tR x 3 pour valeur de l’attraction totale, exercée par 

la zone produite par la révolution de l’arc D M , autour de l’axe B C. Pre- 

d Y 

nant x négatif, on aura ttRxx Y- f-| tt R x 3 —pour valeur de l’attraction 

exercée par la zone opposée , qui est produite par la révolution de l’arc DM 1 
autour de l’axe B C. Otant cette dernière expression de la première, et 

Mettant rà la place de x , on aura — r 3 R pour attraction totale , 

exercée par la surface sphérique , dont le rayon est B M , sur la particule 
e ^ XlTa ' 1 ^ Te 5 placée dans son centre. 

• Supposons une seconde surface sphérique, décrite du même centre, 
Gt e ^°^ n ^ e première de la distance infiniment petite d r. On aura 

~~ ^ dy ^ 3 ^ r P our expression de la somme des forces attractives , exer¬ 

cée par la masse dair, qui est comprise entre les deux surfaces; et 
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dT % 


— (-—) 15r fr 3 R dr pour expression de la force accélératrice, dirigée vers le 

centre de l’atmosphère, et qui résulte de l’attraction totale de l’air, sur la 
particule de lumière placée en B , aussi loin qu’elle peut s’étendre. 

9. Dans cette expression, l’intégrale de r 3 Rdr , qui ne renferme point 
les deux variables Y, y, et qui est absolument la même quelque soit la 
distance au centre , fait simplement la fonction d’un facteur constant. La 
route de la lumière au travers cette atmosphère sera donc la même que 
celle d’un projectile, animé par une force accélératrice, qui seroit dirigée 

vers le centre , et proportionnelle à — Tel est le problème qu'il s'agis- 

soit de résoudre. 


10. Si la densité de l’atmosphère est la meme partout, ayant alors pour Y 
une quantité constante , on aura d Y = o ,* la route de la lumière sera donc 
rectiligne. 

11. S’il y avoit Y =z A — Byy , la force attractive devenant proportion¬ 
nelle alors à la distance même, la route de la lumière seroit une ellipse, 
ayant son centre au centre de l’atmosphère. 

12. Si la densité étoit proportionnelle au quarré de la distance au centre, 
ou plus généralement, si Y z=zA-\- Byy , la route de la lumière sera une 
hyperbole, ayant son centre au centre de l’atmosphère. 

1 3. Si la densité étoit réciproquement proportionnelle à la distance au 
centre , ou plus généralement, s’il y a. Y = A -j- ~, la route de la lumière 

sera une section conique , ayant son foyer au centre de l’atmosphère. Si le 
cas existait dans la nature , cette section conique seroit certainement une 
hyperbole , la vitesse infinie de la lumière devant naturellement l’emporter 
sur les autres quantités constantes de l'équation. 

14. Si dans la formule précédente B devenoit négatif, l’expression de la 
densité étant alors Y=A — la route de la lumière seroit encore une 

hyperbole, mais disposée tellement, que le centre de l’atmosphère se trouvât 
occupé par le foyer de la branche opposée. 

1 5 . Enfin, si la densité étoit réciproquement proportionnelle au quarré 

de la distance au centre , ou plus généralement, s’il y avoit Y= A + , 

yy 

la 
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ïa route de la lumière seroit une spirale parabolique, ayant son foyer au 
centre de l’atmosphère. 

THÉORÈME. 

16. Bans le passage de la lumière par une atmosphère quelconque , disposée 
par couches sphériques et concentriques , les différences des quarrés des vitesses 
sont partout proportionnelles aux différences des densités. 

DEMONSTRATION. 

17. Désignons par y la distance au centre A P ; par Y, la densité du mi¬ 
lieu en P; par V, la vitesse du rayon en P ; par F, la force accélératrice au 

même endroit , on aura v dv=. — KF d y ; et comme Tzz: — il e n ré- 

dy 

suite vdv=zKdY ; et v v — K (JT -f- Const .) Donc, prenant à volonté 
deux points fixes de la trajectoire, et désignant par Ad, N, les densités du 
milieu; par /, g , les vitesses du rayon dans ces deux points, on aura 
// — vv — K (M — Y) ; 
ff—gg = KW — N); 

d’où l’on tire//-vv:// — g g — M-Y:M-N. Ce qu'il fallait démontrer. 


COROLLAIRE I. 

iS. Donc, désignant par m, n, t , les perpendiculaires abaissées sur les 

tangentes, aux endroits de la courbe où les densités du milieu sont Af, N, Y 

on aura — *_- 1 / 1 * \ ^ Y r 

tt ~~ mm ~~ équation générale deia tra- 

jectoire, dont l’application ne suppose plus autre chose que la connoissance 
de Y, fonction de la distance y. 


COROLLAIRE IL 

que 9 /® ra P p ° rt ® ntre del!x <l uelcon ques de ces perpendiculaires, telle. 
de ncee/\ am ^ le même <l ue celui qui est entre le sinus d’inci- 
milieu M dans U i ^ , r ^ ract ' on d un rayon , qui passerait immédiatement du 
tion du problème J 111 . 11611 Y ’ ^équation précédente renferme encore la solu¬ 
té refraction, pour// ' ^ dolméle ra PP on du sinus d’incidence au sinus 

de la densité N, trouver * k densite ' M da ™ «i air 

« le meme rapport dans le passage d’un air de 
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mm - M — Y 

la densité M dans un air de la densité Y . On aura -yy~ «— 1 i M jy 


mm . 

<——*)=>■ 
n n 


M - 


M — N 


m m . 


COROLLAIRE III. 

20. Si les rapports m:n , et m : t différoient si peu de l’unité, qu’en fai- 
8ant .^L__ !_[_ ^ _^L = i -f- 4/, il fut permis de s’arrêter à la première puis¬ 
sance des fractions «, -J/, et de supprimer les puissances plus élevées , on 
auroitla proportion ùù:'\ — AI—N:M— Y. Les fractions seroient donc 
entr’elles, comme les différences des densités des milieux respectifs. 

ai. Donc, désignant par î : î -f- u , le rapport du sinus d’incidence au 
sinus de réfraction, d’un rayon passant de l’air dans le vuide, la fraction « 
sera constamment proportionnelle à la densité de cet air, représentée par la 

faction— ou —; elle sera donc directement comme la hauteur du baro- 
m h 

métré B , et réciproquement comme la soutangente de la courbe baromé¬ 
trique h. 

22. Donc enfin, ayant trouvé qu’à la température de 28 pouces du baro¬ 
mètre , et iu dégrés de Réaumur , on avoit u = 0,00027 5 ; il ne sera pas dif¬ 
ficile de déterminer cette même fraction u pour une autre température quel¬ 
conque, sauf aux corrections ultérieures dont cette théorie est encore sus¬ 
ceptible , et que nous n’avons pas dissimulé dans le premier chapitre. 
L’échelle de notre manomètre marquera immédiatement la fraction u, de 
même que le nombre m , qui lui est réciproquement proportionnel. 

23. Soit C le centre de la terre; B 0 AI , une partie de sa circonférence; 
G PB, un rayon vénant de l’infini, et rencontrant Taxe C I sous un angle 
PBI que nous désignerons par A ; B D , P T , les tangentes de la courbe 
aux points B, P ; GE , l’asymptote de la courbe ; et C D, C T, C E , les 
perpendiculaires, abaissées dû centre de la terre sur ces tangentes. Désignons 
de plus par a , le demi-diamètre de la terre ; par y , le rayon vecteur CP; 
par t , la perpendiculaire C T; par <p, l’angle au centre B C P ; par R , la 
courbure de lare B P; par ds , l’élément de la courbe Pp. 

théorejvie. 


24. Dans une courbe quelconque , le rayon vecteur C P étant désigné par y, 
et' la perpendiculaire C T par t ; le rayon osculateur en M sera égal « 
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; V élément de la courbe Mm ou d s sera égal à — y dy ^ • ; la courbure de 


cet élément ou d R sera égale à -—-; et l'élément de l'angle au centre ou d (b 


sera égal à • 


t dy 


, , —Ces théorèmes, pour être démontrés, n’ont besoin 

y (yy — tt) r 

que des premiers élémens de l’analyse. 


THÉORÈME. 

73. La perpendiculaire C T = t est égale à ( 1 -{- a—a Y) a S in. A. Ce 
théorème est un corollaire très-naturel de 1S , en y supposant m — aSin. A ; 
tl = (1 -j-a>) a Sin. A; et en se servant des réductions approximatives , que 
l’extrême petitesse de la fraction où , qui ne va jamais à un trois - millième , 
permet d’employer sans crainte d’erreur sensible. 


COROLLAIRES. 


26. Substituant cette valeur d et, savoir t — (1 -f- 
faisant pour plus de simplicité g Snl ' ^ . __ v , on 


a — où Y) a Sin. A , et 
trouvera l’élément de 


l’angle au centre d<pz=z — - 
hure de l’arc BP ou d R = 


d v 


:5 et l’élément de la cour- 


1— Y) 

-7^— en su PP ri ™™ dans 


le dénominateur le facteur 1 — oùoù Y, dont le dévéloppement ne produirait 
que des quantités multipliées par le quarré de où, et que par conséquent on 
pourra regarder comme évanouissantes en comparaison des autres. L’intégrale 
de cette dernière différentielle, prise depuis jusqu’à vnzo, fera 

connoître la réfraction astronomique qui appartient à la distance apparente A. 
L’mtégrale de l’autre , ou Ç> , prise entre les mêmes limites, marquera la 
distance apparente A augmentée de la réfraction , c’est-à-dire, sa distance 
Vraie. 


d y' De ces deux différentielles , dR a besoin d’une réduction à cause de 
en s ’ u dlfferentielle de 1* densité Y, qu’elle renferme. On a trouvé Y=e~ T '^ 
PP sant la pésanteur absolue çonstante. Si on l’avoit supposé réciDro- 

quement proportiorm^n^ , , „ rr P u 

eue au quarre des distances, comme elle est réellement 
— £L- y — « 


on auroit eu 7=q" 


Continuant de faire — v , et faisant de 


y 
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v — Sin, A 


A , . * Sin. A . v 

meme par analogie-on aura /=e 


ce qui donnera 


dY Y d d Y Y d3Y Y d” Y Y 

77 =T ; — = TT ’• 7TT = 17’ et S enera,ement 7^=^ 

28. Substituant cette valeur de Y dans l’expression de d R, l’on verra tout 
le grand problème des réfractions astronomiques et terrestres, réduit à l’in¬ 
tégration des deux différentielles suivantes : 

d Ç> — 


d v 


dR = — 


^(1 — VV - üu+üu Y) 

uYv dv 


*V (i — vv— 2* + 2 « Y) 

29. L’une et l’autre de ces deux intégrales ne peuvent ctre intégrées que 
par parties. Je remarquerai cependant qu’il est fort inutile de nous occuper 
séparément de chacune d’elles, attendu que l’une des deux est nécessaire¬ 
ment donnée par l’autre. D’après une propriété très-connue de tous les qua¬ 
drilatères en général, l’angle au centre A C P est égal à la somme des deux 
angles A -f- R , moins l’angle P , intercepté entre la branche de la courbe BP, 
et le rayon vecteur C P. Cet angle n’a besoin d’aucune intégration ; son 
sinus est égal à t:y ; fraction dont la valeur très-approchée est (1+ &>— u Y) v; 
cet angle diffère donc infiniment peu de Ang. Sin. v ,* et si nous supposons 
P — Ang. Sin. v -f- Q , on trouvera Q par le moyen de l’équation du second 
dégré QQ V ~ 2 jQ|/ (î — vv) + 2 «V (1 — 7 ) == o, qu’on peut aisément 

réduire à Q=z * l’ex^P^ 011 des cas » l’angle -4 approcheroit 

très près d’un angle droit. Ainsi, laissant la différentielle dQ, nous nous 
occuperons exclusivement de la différentielle d R , dont l’intégrale constitue 
proprement l’objet de cette analyse , savoir, la courbure de la trajectoire. 

3 0. Dévéloppant en série l’élément de courbure d R, on le trouve égal 
vYvdv »*Y(i—Y')vdv 1.3 F(i—F) a v dv i.3.5w4 r(i— Y) » vdv 


, 2 k — V V) 


, 2. 3 k (1 — V v) ' 


AVI i —?V) k (l — VV) 3 :a 

v _ Sin._A , 

, il est clair que l’intégration complette de chacun des 
e v: * vdv 

termes de cette série, revient à la forme générale (l ^ y)ll+i;< > 


Ayant Y — e 


THÉORÈME. 

3i, Désignant par V une fonction quelconque de v 5 et par V"> V’" etc. 
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dV dV' d V" 

les rapports différentiels -j- , 5 ~Tv~ €tC ' ^^ nte S ra ^ e de la différentielle 

e v:c Vdv sera égale à e p:c (c F— c 2 F'+c 3 F" — c 4 F w + e/c.) Cette série 
sera d’autant plus convergente que la fraction c sera petite; ce qui est précisé¬ 
ment le cas des réfractions astronomiques. 

REMARQUE. 


32 . Ce théorème, dont on trouve la démonstration dans tous les élémens 
de haute analyse, n’est proprement qu’un petit corollaire d’une proposition 
infiniment plus générale. Lintégrale de e W:c Vdv , dans laquelle c désigne 
une petite fraction, tandis que V et TV représentent des fonctions quelcon¬ 
ques de v , peut être développée en une sérié parfaitement analogue à celle 
du théorème précédent : et je crois rendre quelque service à mes lecteurs 
par l’analyse de ses principes. 

33 . Nous devons à Jean Bernoulli la série générale fXdx = xX 

x*dX t xtddX , . " . . , 

- ^d~x * g'~ 3 dx ; etc * remarquerai en passant que cette sene , quelque 

générale qu’elle soit, ne présente encore qu’un cas particulier d’un autre 
théorème plus général encore , en vertu duquel, étant donnée la série 
A , AA", A" etc. composée de quantités quelconques , et désignant par 
B , C , D etc. la première, la seconde, la troisième différence du terme 


initial A , la somme de ses n premiers termes sera égale à n A -f* —-- B-\- 

n, n — j. n — 2 


I. 2. 3. 


C-f- etc. 


.34. Si ron applique cette série générale à la différentielle proposée c W:C Fdv, 
son premier terme deviendra e W: c f Vdv ; les autres se trouveront succes¬ 
sivement divisés par les puissances de c , savoir c, c 2 , c 3 etc. Cette dernière 
sene est très-convergente toutes les fois que c est un très-grand nombre. Mais 
u^V 6 ° aS ° Pposé ’ la diver g ence inévitable de la série empêchera d’en faire 
surTa ; l r 1 / aUdra d ° ncs ° n ê er à la remplacer par quelque autre série , qui ait 
tes de c P ^ dente 1 avantage d’etre disposée d’après les puissances ascendan- 

33. Pour cet effpf 

x'-dX reprends la série de Bernoulli: fXdx= xX 

î.idx i.$. etc ' et par une simple transposition de lettre» 
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r ■ y _ y __ yV ~ _ — - - x — — etc. Ensuite, ayant 

J en ti rej xdX=Xx — — cl 7 

_ Xi dx 

fxdX = Xx — fXd x, je parviens à la suivante fXdx — 

Xi dx | XU’x _ e ^ c< ç e tte dernière série est aussi générale que 

"Tulxi T ,.î. 3.4 <iX 3 

celle de Bernoulli; et comme les puissances de dX s y trouvent partout dans 
le dénominateur , il est évident que dans le cas d’un c tres-peut, elle doit 
être libre du vice de divergence, qu’on doit reprocher a celle de Bernoulli. 
Reste donc à la transformer de manière, qu’elle se trouve disposée d’après 
les puissances ascendantes de la fraction c. On y parviendra de la manière 

suivante. . 

Xdx ^ _ r - _ à _Z - jj '. HfLJLi— : JJ"z 


— etc. Ensuite, ayant 


36. Désignons 


par Z $ et faisons 


d (Z U") __ jj,n etc> De cette notation nous tirerons d’abord. 
dx 

dZ _ zu m 

Tx x 9 
dir u"-u'u m 


X 

U'" — U u m 


j etc. etc. 


37. De plus, ayant ~ = -f-. on en déduira par des différentiations 

successives, en mettant à la place de ^ etc. les valeurs qu’on 

vient de trouver, les expressions suivantes : 

d x _ Z ' 

~dx7~~ x ’ 

ddx 

~dxT~~ xx 
«d X , Z(% — 3 zr+zr , 

"TxT ““ x* 

d l x z (6—11 r+ 6 ü ,> — in 

7 F ~~ 

etc. etc. etc. 
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38 . Ensuite, faisant usage des expressions qu’on vient de trouver, dans 
X*dx Xiddx , X 4 d 3 Æ 

— etc. on trouvera 


la série fXdxz _ ,__ , .. . 

J i.2cZX 1 ., 2.3 dX J i, 3, dXî 

cette même intégrale exprimée par la série suivante : 
ZX(l + 


-ZXU' (_ 

+ zxt// 't-h 

— ZXU'"( 


3 . 4 

3 


4. 5 


S. 6 


6 . 7 

274 


3. , 
6 


2. 3 ... 5 
*5 


2. 3.6 
2 2ç 


. 3 ...7 
1624 


2 , 3. 5 


2. 3 ..6 
85 


2.3... 7 
7 H 


2 . 3... 8 
6769 


2.3. 4 .ç 2 . 3 .,.6 


.3...8 


etc.) 

etc.) 

etc.) 

etc.) 


2. 3 .,.7 

3 g. Le chapitre suivant, en nous faisant connoître la loi que suivent 
les numérateurs de ces fractions, nous fera voir en même tems, que cha¬ 
cune de ces séries , continuée jusqu’à l’infini, est égale à l’unité. On aura 
donc fXdx — ZX (1 — U'+ ü" — U"'+ U IV — etc). De cette manière 
on parviendra donc , quoique par des routes bien différentes, à la belle sé¬ 
rie que le citoyen Laplace a donné le premier dans son mémoire sur Vintè - 
gration des fonctions différentielles qui renferment des facteurs élevés à de très- 
grandes puissances. Année 1782, pctge 7. 

40. Les termes de cette dernière série sont disposés d’après les puissances 
ascendantes de la fraction c. Faisant Xz=.e ViC \ dxzxxVdv; on aura 
Zz=.c V; Z U‘ =.c cV' ; Z XJ"=. c 3 V" etc. on aura donc e v:c (c V— c c V'-\- 
c 3 V" — etc.) pour intégrale delà différentielle proposée e ViC V dv* 


THEOREME. 


41. La fonction V étant égale à 


(1 —vv) " ’ 


072 trouvera les rapports 


différentiels — = V'i — = V"; — = V" 1 
J - dv dv 


d v 

( l — V v) n + » •• a 
( 1 Vv) 3 . S 
0 —- 4 - 5 .• 2 
<Zn-P{ 

(l V v) n-fr. 7 • £ 

2 72 

(1 _ vv) ” + 9-2 yiv 


de la manière suivante. On aura 


V=v; 

V 1 = 1 + 2 72 vv; 
V" 

== 3 v+ 5 72 V 3 ,* 


3 +12 (72-f-1) w+ 4 ( /2 +0 n v * 5 

(ân+ÏHÎw+sr' 15 v + 30 C»+ 1) v 3 + 4 (n+ 1 ) nv'j 
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(i_vv) ^ -=i5+90 («+ 1)vv+60 (tz+q) (/ 1 + 1 ) v 4 +8 («+«)’(«+ 1 ) nv*; 

( 271 + 1) (2/1 + 3 ) 

( t vv) n + 1 3‘ 8 r K/ _ T< ,^,+ QTn ( w + Q y+8 1 / w + 0 )( w + T ) t> ,+ S ( y7 + (2 )( w . T ) >?p r. 

(q;i+ 1).... (q zi + 5) 

LOI GÉNÉRALE DES COEFFICIENTS. 


42. Il faut distinguer les rapports différentiels à index pairs , d’avec ceux 
à index impairs. On trouve pour les premiers , V 3 P généralement exprimé par 

1. 271 + 3.q 71 + q p — 1) (3. 5 ... 2 p+ 1), divisé par la puissance 

(i_vv) n + î /’ + I:S , et multiplié par la série v + A v 3 + Bv' + Cv 7 + etc.; 
dans laquelle 




B — 




n 4 -p — 1 2 p m 

1 3 9 

n+p — 1. n-\-p — 2 2 p. gp — 2 

Tl 3. 5 

n 4 - p — 1 . n +p— 2 , n-f-p —3 g p. 2p —2.2 p— 4 
1, 2. 3 3 . ç. 7 


etc. etc. puant aux seconds, on aura V 2 P + 1 généralement exprimé par 

(2 n+ 1. Q tz + 3 .271+ 2 p — 1) (3. 3... 2p + 1) , divisé par la puissance 

__ v v) ■+■ 3 • =, et multiplié par la série l+Avv + Æv 4 + Cv 6 + etc. ; 

dans laquelle 

^ _ n 4-p ap + 2 ^ 


B — 


n-\-p. n 4* p— 1 2 p 4- 2 * 2 P # 
r. g *• 3 


C == 


n 4- p. n 4- p — * n 4- p — 2 
1 . g. 3 


2p4-g. 2p. 2p — g 
1 . 3, 5 


PREMIER M E M B R E : n = o. 


43. La première partie de l’intégrale est donc celle de y (i rT)* 

supposition de vzzzSin, A déterminera la constante; et cette meme constante 
sera identique avec le premier terme de la réfraction astronomique, la sup- 
position de y infini, ou de v = Oj faisant nécessairement disparoître tout le 
reste de l’intégrale. Ce premier terme sera donc égal a ca tcuiçf» A , multiplie 

k 3 k k 

mr 1 - 7 + 7;—7-7 — * etc.; ou bien, rétablissant la valeur de la 

P* v Cos.* A 1 Cos .♦ A 9 

fraction 






* 
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fraction A, qui se réduit à c Sin. A , bn aura pour premier terme de U ré¬ 
fraction astronomique a tang. A , multiplié par 

i _ c t 3 c c Sin. 2 A 

Cos. - A ' Cos . 4 A 

3 Sin. - A (i •+• 4 Sin. - A) 


+ 


Cos. 6 A 

iç c 4 Sin..* A (3-1-4 *S/n. 2 A) 

Cos. s A 

4S c 5 Sin A /l(» + ij 3 'm. 2 i + 8 Sin. 4 . 4 ) 
Cos. io yl 

315 c'> SinJ A (5+ 30 Sin.- .4+8 Sin.* A) 
Cos. 12 A 

etc. etc. etc. 


44. Cette première partie de la réfraction astronomique est en même tenu 
la principale de toutes; les autres qui se trouvent multipliées par les puis¬ 
sances plus élevées de a , étant incomparablement plus petites , et ne com¬ 
mençant à être sensibles que vers le quatre-vingtième dégré. L’extrême pe¬ 
titesse de la fraction c, qui s’élève à peine à un sept-centième, rend cette 
série susceptible d’une simplicité beaucoup plus grande encore. Désignant 
par t la tangente de la distance apparente, la réfraction deviendra sans er¬ 
reur sensible égale à a t , multiplié par la série 1 — c tt -f- 3 c 2 t* — i5 c 3 £ s | 

1 °5 c 4 —etc. dont les coëfficiens constituent la série bypergéométrique 
des nombres impairs. Cela n’empêche pas que la série entière a> t —, 
uct} -|-3 uc- ri — i 5 où c 3 1 7 -f- io 5 uc* t 9 —etc. ne soit très-convergente jus¬ 
qu’au quatre-vingt-deuxième dégré; attendu que son second tenue ne s’élève 
à une seconde qu’à 66° g'; le troisième à 78° i 3 7 ; le quatrième à 8o° 46'; le 
cinquième à 8i° 38'; le sixième à 8i° 58'. Ainsi donc , depuis le zénith jus¬ 
qu à 70° de distance, on aura R=: u i; la réfraction étant proportionnelle à 
la distance apparente. La formule R = u t (i —eu) donne la réfraction jus- 
qtfàSoO de distance. Avec Rz= a t (î-ctf-f on peut aller jusqu’à 

comm dlStance - Mais on ne P ourroit guères aller plus loin, à moins que de 

ver ge nce e i deS - eireUrSplUS fortes ^ u ’ une seconde. A 84 degrés enfin, la di- 
nievitable de la série ne permettra plus d’en faire usage. 

SECOND MEMBRE n=i. 


45. Le second membre de i a 


série différentielle est — -—Llj — T t f Z 

k (1 —v?) 3:a * 

F 
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■ v* Y dv . «a Y* dv _ . c . a i 

éral à --—. Faisant Sin. A = 1, ce que la 

6 A (1 — vv) 3: a ' A (1 — VV) 3 ;a 

convergence de la série , et la petitesse de la fraction c nous permet de faire, 

u ~ Y d v 

sans crainte d’une demi-seconde d’erreur, l’intégrale de— , prise de¬ 

puis v = Sin. A jusqu’à l’infini, sera égale à a 2 t 3 , multiplié par c — 3 c 2 tt-\- 
j5 c 3 t \— io 5 c 4 t*. Mettant dans cette série \ c à la place de c , on trouvera 

de même l’intégrale de— , égale à ter t\ multiplié par \ - } c*« + 

Y c 3 t 4 — ts /6 -f- etc. Le second membre de la réfraction astronomique, 
qui renferme le quarré de u, sera donc égal à u 2 t*, multiplié par f — (i— £) 
3 (i — |) 3 . 5 c 2 t 4 — (i — jg) 3. 5 . 7 c* + etc. Le premier terme de 

cette série ne s’élève à une seconde qu’à 78° 47' de distance apparente; le 
second à 8*° st' ; le troisième a Si° 53 '. Cette série est donc beaucoup moins 
convergente que la précédente; heureusement qu’elle ne commence à être 
sensible qu’à quatre-vingt dégrés de distance. 


46. Le troisième membre de la 9erie différentielle est- ~ Y 

1 C ( 1 — V V) -5 : a 

la supposition de Sin. A— 1 étant encore plus permise ici que dans les cas 
précédents, l’intégrale de — 9 P rise de P uis v = Sin - A jusqu’à 

v — 0, sera égale a c/ 5 - 5 ccf -f 5 . 7 c 3 fi - 5. 7. 9 c 4 1 " + etc. On aura 
donc pour intégrale de ce troisième terme , [ oé é , multiplié par 1 — 
(3 —| + J) 5 c< 2 + C 3 — J) 5- 7 c 2 * 4 -(3-f~+57) à- 7.9 c 3 «* + e te. Le 
premier terme de cette série ne s’élève à une seconde qu’à 80 ° 8' de distance 
apparente. Elle n’est plus absolument convergente alors; heureusement que 
depuis le zénith jusqu’à 8a° de distance elle est généralement si petite, que 
«ans crainte d’erreur d’une demi-seconde nous pouvons la supprimer entiè¬ 
rement. Ainsi donc , en nous bornant aux deux premiers membres, nous 
aurons le théorème suivant. 


THÉORÈME. 


4 7 La réfraction astronomique , depuis le zénith jusqu'à près de quatre- 
vingt-quatre -degrés de distance apparente , est égale à u t, multiplié par 3 — 
«+ 3 c (c—\u) t*— 3.5 cr {c— $«) t 6 -f- etc. sans qu'il puisse y avoir 
une seconde d'erreur. Voici la table des réfractions astronomiques, depuis 
70 dégrés jusqu’à 84 dégrés de distance apparente , calculées sur cette série. 
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et mises à côté de celles de la table de la Lande , qui ont été calculées sur 


la règle de Bradley • 
Dist . appar. 

70 °. 

7 *°. 

74°. 

76°. 

78°. 

8o°. 

82°. 


Refractions 

Refractions 

Différence . 

d'après la série 

sur la règle de Bradley 



.aVi . 

. .o ;/ 8 . 

.... a'5a ,/ 0. — 

. aVi . 



.3'i6''2 . 

. ..i"5. 

.3' 4 a /# 7 .... 

. 3'± 5 "o . 

.. . 2 * 3 . 

./ iq _ 

. ±<12'6 . 

. . .3"2. 

» • • • • 1 ^7 t * * * * 

_ 5 ' 8 "9 _ 

.5 , 14 /, i . 

. . .5"* . 

. 6'20'V... 

. 6'2 8"6 . 

. . . S" 2 . 


remarques. 

48. Quelques insensibles que paroissent les différences entre les réfractions, 
calculées d’après les deux règles , nous ne pouvons nous dissimuler cepen¬ 
dant que la série que nous venons de trouver, conformément aux vérita¬ 
bles principes de la physique et du calcul, donne les réfractions depuis 
7 o° de distance apparente, jusqu’à 84% un peu plus petites que ne les 
auroit donné la règle de Bradley; on remarquera en même tems, que ces 
mêmes différences vont assez sensiblement, et même très-régulièrement en 
croissant Les formules du quatrième chapitre nous apprendront a commuer 
cette table au-delà de 84 dégrés de distance, ce que la divergence de la 
série nous empêche de faire pour le présent; nous verrons ces différences 
continuer à augmenter, et nos réfractions se trouver enfin inférieures de 
quatre-vingt secondes à ce qu’elles auroient été conformément a la réglé de 
Bradley. Ce maximum aura lieu à deux dégrés de hauteur apparente. Passé 
ce terme, les réfractions prendront des accroissements beaucoup plus rapi¬ 
des que ne l’auroit comporté la règle de Bradley ; les deux tables se rappro¬ 
cheront sensiblement l’une de l’autre; à quatre-vingt dix dégrés de distance 
apparente enfin, nous retrouverons la réfraction horizontale de 3 a 56 qui 
nous avoit servi à déterminer avec précision la principale de nos données. 

49. La réfraction est très-exactement proportionnelle à la densite e air, 
représentée par la fraction a , tant qu’elle est exprimée par a tai.g. , anm, 
depuis le zénith jusqu’à plus de 70° de distance on peut continuer sans er 
reur sensible, à réduire les réfractions de la table, à une autre température 
quelconque * en y employant les multiplicateurs ordinaires qui expriment 
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la densité de l’air, sauf aux erreurs que ces derniers renferment eux-mêmes, 
en ce qu’étant calculés seulement sur les changements du baromètre et du 
thermomètre, on n’y a pas tenu compte des différens états de Phygrometre. 
Notre manomètre, en réunissant à cet égard , les trois instrumens dans un 
seul , et en nous faisant connoître sur le champ la fraction u , vaudra mieux 
sans doute que les tables ordinaires de multiplicateurs. 

50. Au-delà de ?o°, si la hauteur du baromètre venoit à changer, l’élasti¬ 
cité spécifique de Pair, et la fraction c qui l’exprime restant les memes, la 
réfraction sera encore proportionnelle à la densité de Pair, en suivant à cet 
égard la hauteur de baromètre , à laquelle la fraction « demeure proportion¬ 
nelle , s’il n’arrive’ aucun changement dans l’élasticité spécifique. Cela est 
fondé sur ce que la fraction u affecte très-peu la série 1 — (c — *-«) */-}- etc. 
étant à peine égale au cinquième de c , dans les températures moyennes. Il 
n’en est pas de même d’un changement survenu dans la valeur de c. Cette 
fraction affecte très-sensiblement la série 1 — ctt -\-3 c z â— 3. 5 c 3 t 6 -f- etc. 
Heureusement que les termes de cette série sont alternativement positifs et 
négatifs; ce qui diminue considérablement l’erreur commise par la supposi¬ 
tion d’une réfraction, proportionnelle à la densité de Pair. Voyons cepen¬ 
dant jusqu’où peut aller le maximum de cette erreur. La fraction c passant à 
l’état c-f-c/c, par un changement survenu dans l’élasticité spécifique de 

Pair, la fraction «se trouvera transformée en-— ou (1-) u; et sup- 

c-\~dc c l 

posant la réfraction proportionnelle à la densité de Pair, elle deviendra 
d c 

(1-) ut (t — C tt -f- 3 c 2 t* — 1 5 c’ * 5 -f*etc. Cette supposition n’est pas 

exacte ; un calcul rigoureux auroit exigé qu’on eut mis partout c -f- de à la 

fl r 

place de c; on auroit eu pour expression de la réfraction (1- —) ut, mul- 

G 

tiplié par (1—cft-f- 3c 2 * 4 — 15 r 3 1 ( ' -f- etc.) — (1 — 6 c tt-\- c 2 t*-j- etc.) tt de; 

d c 

ou bien , en supprimant le quarré de c/c,(1- )ut'j—c tt -\~3 c 4 t 4 — 1 5 r 3 ^-f-etc.) 

— (1 — 6 c tt + 4 5 c * t% ~ etc -) u t% d c - ° n voit donc qu’en supposant la 
réfraction proportionnelle à la densité, on commet une erreur en plus , 
égale à (1 — 6 ctt-\-c 2 / 4 — etc.) ut 3 de. Cette erreur sera parvenue à son 
maximum , lorsque ctt — £ ; ce qui arrive à une distance apparente A égale 
à 81° 24'. La série 1 — 6 c tt -f- 45 c* r 4 — etc. se trouvant égale alors à J à-peu- 
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près, l’erreur en question deviendra ^ Donc, supposant l’élasti¬ 

cité spécifique de l’air augmentée d’un dixième, ce qui exige un changement 
de température égal à 2 3 degrés de Re'aumur , 1 e maximum de cette erreur , 
exprimé en parties du rayon, deviendra égal à 0,0000042478 ; Ge H 01 équi- 1 
vaut à une seconde à-peu-près. L’on peut donc assurer, que par de» cL.ai 
gernens survenus dans la température ae 1 air, la réfraction astronomique 
reste proportionnelle sans erreur sensible à sa densité, aussi longtems 
que pour le calcul de cette réfraction, l’on peut se servir de la série 
u t (1 — c tt -|~ 3 C- t* — etc.) Quant aux changements qui surviennent aux 
réfractions encore plus approchantes de l’horizon , le quatrième chapitre 
nous apprendra à les déterminer. 

5,. Il nous reste donc à surmonter la très-grande difficulté, que la nature 
de la série générale qui exprime la réfraction, oppose au calcul, aussitôt 
que la distance apparente de l’astre passe quatre-vingt-deux dégrés, et que 
la petitesse des puissances de Cos . A. prévaut tellement sur celle des pui& 
sauces de la fraction c, que la série entière en devient entièrement incalcu¬ 
lable. Si l’on énonce généralement cette difficulté, l’on verra qu’elle revient 
au problème suivant: La fonction X étant telle que sa dffeientielle dX ait x a 
pour un de ses facteurs , et c désignant quelque très-petite frac,.ton , on demande 
la valeur de Vintégrale de e*"dx, prise de manière qu'elle s évanouisse pour une 
valeur de x, qui diffère'peu de a. Les géomètres dans ces derniers teins ont 
enfin trouvé les moyens de résoudre ce problème ; mais ils ont reconnu en 
même tems que sa solution supposoit l’emploi d’une classe de quantités 
transcendantes entièrement nouvelle , et n’ayant rien de commun avec au¬ 
cune des fonctions connues et usitées jusqu’ici. Considérées dans toute la 
généralité qui leur convient, ces quantités ne peuvent être connues qua 
l’aide d’une table particulière, aussi nouvelle aujourd’hui, que celle des 
logarithmes peut l’avoir été dans le siècle où ils furent inventés ; et les géo¬ 
mètres me sauront quelque gré peut-être, d’avoir calculé cette table impor¬ 
tante , qu’ils trouveront à la fin de la présente analyse. Le chapitre suivant 
nous apprendra en attendant, ce que deviennent ces nouvelles fonctions 
dans les cas, où il est encore possible de les ramener aux fonctions 
res 5 moyennant certaines séries très-simples, et qu on peut rendie con\e 
gentes à volonté, en y employant une méthode particulière, que nous allons 
communiquer aux géomètres._ 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

Analyse des facultés numériques. 

DÉFINITIONS. 

j . Je désignerai par le nom de facilites , les produits dont les facteurs 
constituent une progression arithmétique; tels que a (a -f- r) (a-f-a r).... 
{a-\-mr—r). Cette classe de fonctions analytiques n’a jamais eu de dénomi¬ 
nation particulière : nous allons voir qu’elle méritoit d’en avoir une. 

q. Dans chaque faculté il y aura à considérer: premièrement , la base de la 
faculté, premier terme delà progression, a. Secondement , la différence de la 
faculté, r. Troisièmement , l'exposant de la faculté, ou le nombre des facteurs, 
777. Quatrièmement , le dernier terme de la progression , a~\-mr~r. Le der¬ 
nier terme peut être considéré comme premier , en prenant la différence 
négative. 

3. Pour marquer une faculté, je me servirai de la notation, a 
La faculté devenant puissance , lorsque la différence s’évanouit , et 
la puissance par conséquent étant un cas très-particulier de la faculté 
en général, on aura a mI °=za m . La différence peut être prise négative¬ 
ment; alors a mI — T désignera le produite (<*—r) (a— Q r). .. . {ci — m r-j-r). 
Cette dernière faculté est absolument identique avec (a —mr -{- r) mIr ; de 
même que a mTr est identique avec (a-\-mr— r) m 1 — r . En général, on 
aura a mI r — b mI — r , toutes les fois que b — a — inr — r. 


4. La faculté a mIr peut être mise sous la forme a m ou bien sous 

celle-ci r m (-) m/l . Nous croyons inutile d’en faire la démonstration. En 

général , on peut donner à toute faculté proposée, une base, ou une diffé¬ 
rence quelconque, sans rien changer à sa valeur. Veut-on que la faculté 
a mir ait pour son premier terme le nombre AP On la mettra sous cette 

forme : °^ ^ Veut-on que cette même faculté ait le nombre R 

. différence ? on verra que a m Ir est absolument identique avec 
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r m (Ràrr y^ Ces deux transformations sont d’une application très-éten- 

R m 

due dans le calcul des facultés. 

5 . Il sera inutile sans doute de démontrer, que lorsque 1 exposant m e- 
vient égal à zéro , la faculté a mIr , de même que la puissance a , se ré 
duit à l’unité. Ainsi a* *' = u Quant à a 1 ", il est égal à a. Ainsi la pre¬ 
mière faculté, ou celle qui a pour exposant l’unité même , ne renferme pas 
la différence r. Elle n’est sensible, que lorsque l’exposant n’est pas égal a 
l’uni te. 

THÉORÈME. 

6 La faculté a < 0 1 ’ peut être considérée d’une double manière comme 
produit de deux facultés; elle est égale à a"*' («+ «O 1 " J est encore 
égale à a nIr (a + n r) mtr . 

COROLLAIRES. 

7. Ainsi, quelques soient a, r, m, n , on a l’égalité a m *' {a + m r) nJ '= 

a nlr (a -)- n r) mIr . L’importance de £e corollaire très-simple se fera sentir 

i* r _-_ j,n S l’évaluation d’une infinité de fonctions 

par l'usage que nous en lerons dans 1 evaïuduun ^ 

absolument transcendantes. Nous en parlerons bientôt. 

8. Si l’on prend la somme des deux exposants m-fn — o, on trouvera 
les quatre égalités suivantes , moyennant la réduction enseignee en 

î = a nIr (a —r) — nI ~ r ; 
i = a nI ~ r {a + r) ~ nlr ; 

I = a (a —r) 

i = + 

n. Ces équations nous apprennent à réduire moyennant une simple divi¬ 
sion , les facultés à exposant négatif, à d’autres facultés dont les exposants 

sont positifs : et réciproquement. On aura 

a —n/r ? égal à l’unité, divisée par (a — r) n T 
égal à l’unité, divisée par (a + r) nIr 
C’est ainsi que le produit des nombres naturels 1. a. 3 ...n, dans le cas 
de n entier et négatif, donne un infini du premier ordre, égal a uniji, 

divisée par 0.1.3 .3 _ n— 1 ; le produit des nombres impairs 1.5. * * * Qn 1 

devient alors ;+■ 3 , divisé par 1. 3 . 5.... Q R— 1 5 I e produit des nom 
1 4 7 ,, . 3 n — 2 se transforme -en 1 , divisé par Q. - 5 . 7 • • • 3 n 1 etc * 
Nous recommandons surtout les quatre réductions, enseignées en 3.4. 6 . 9 5 



48 CHAP. III. ANALYSE 

l’usage de ces notions élémentaires dans l’analyse des facultés est habituel ; 
c’est cette source, infiniment simple en apparence, d’où nous déduirons 
une infinité de vérités neuves et importantes. 

10. Les facultés en général forment une classe de fonctions très-élémentai¬ 
res et simples, tant que leur exposant est un nombre entier. Mais ces 
fonctions si simples en apparence sont du genre le plus transcendant, sitôt 
que leur exposant devient fractionnaire : alors l’analyse des facultés nous 
ouvre un vaste champ de fonctions transcendantes, qui n’ont rien de com¬ 
mun avec les fonctions généralement reçues dans les opérations de haute 
analyse ; et dont jusqu’ici on n’a pas fait le cas qu’elles méritoient, faute 
d’en connoître les principes. Dans le cas le plus simple, où m = J, la base 
a étant un nombre entier quelconque, et la différence r étant ou 1 , ou 2 , 
la faculté a mIr revient à la quadrature du cercle. Nous pouvons assurer 
encore , que le rapport des deux facultés a ml1 : b est réductible au cal¬ 
cul des*sinus, toutes les fois que la somme des trois nombres a-\-b-\-m est 
un nombre entier, positif ou négatif. Dans tous les autres cas, les facultés 
à exposant fractionnaire forment un genre de fonctions transcendantes entiè¬ 
rement neuf. Nous diviserons ce chapitre en deux parties. Dans la première 
. nous ferons voir l’usage qu’on peut faire des facultés à exposant fraction¬ 
naire, dans une infinité d’opérations de haute analyse; nous verrons 
qu’une infinité de fonctions transcendantes, qui avoient échappé jusqu’ici 
à la sagacité des géomètres, et qu’on n’avoit pu évaluer par aucune des 
méthodes connues, ne sont autre chose dans le fond que des facultés à ex¬ 
posant fractionnaire. L’autre partie nous fera trouver des méthodes très-gé¬ 
nérales , de trouver la valeur de toute faculté proposée avec la plus grande 
facilité; nous verrons que c’est là une des opérations les plus simples de 
l’analyse ; nous trouverons que la réduction des facultés à exposant fraction¬ 
naire ,. dans de certains cas très-particuliers , aux rapports des sinus et tan¬ 
gentes, n’est nullement un avantage pour les premières ; et qu’au contraire 
les sinus et tangentes sont trop heureuses encore , de pouvoir être évaluées 
immédiatement, moyennant les facultés à exposant fractionnaire, 
PROBLEME. 


il. Trouver 

donne le nom 
rateur et pour 


a + r. a-P$r. a-t-3r.et<\ 


Je 


la valeur de la produite infinie ^ ^ ^ 

de produite infinie à ces sortes de fractions , ayant pour numé- 
dénominateur des produits composés d’un nombre infini de 

facteurs, 
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facteurs, qui ordinairement forment une progression arithmétique, ou plu- 
sieurs progressions arithmétiques différentes , quoique cette condition ne 
soit pas absolument nécessaire. 

SOLUTION. 

.-, , ; , a mIr ' _ a nIr 

12.On tire du théorème énoncé en 5 1 égalité generale ^mTr —( a ] m r) nl ^ r 

On supposera n infiniment grand, et on fera a + mr — b , ce qui donnera 

m ~ h Cette supposition fera passer la faculté ( a-{-nr) mIr à l’état de 

r h ~ a 

puissance ; elle deviendra (inf. r) ' . De l’autre côté^on aura la produite ni- 
finie proposée. Cette produite sera donc égale à tf 7 "", divisé par {inf. r) / -, 


COROLLAIRE. 


i 3 . La produite infinie 


flt o-f - r etc.- est donc égale à a r / r , divisée 

a-\-c. a-\-c-\rr etc. 


A+- c. A -H c 4- r etc. . 

par {inf. r)-'; tandis que la produite - Z A + relc , . se redmra a 


(A + c) ~^ Ir , divisé par (inf. j)~° - '■ La première produite est donc constam¬ 
ment un infiniment petit, l’autre un infiniment grand , de l’ordre -i. Mai, 
le produit des deux produites constitue une quantité entièrement finie, ce 
qui fournit le théorème suivant, qui est un des plus importais de l’analyse: 

THEOREME. 

a (A + c) (a + r ) + c + + etei 

14. La produite infinie - + + (a + c + r) (dH -z r) (a+c+jr) etc, 

est egafc à la faculté a T , divisée par la faculté A ' U . 

COROLLAIRE. 

15 . La produite susdite est donc une fraction rationnelle, toutes les 
fois que c est un multiple de r. Donnons pour exemple la pr 

a. «o. 7.83. ,o.a6. i;.a 9 .i 6 . 3 a. ig.; 5 .ag etc. EUe doMie ^=4,* ^L=H,- c=9,* 
i7^Ï3. 1 4- T ^' * 9 ’ 2 °* 22 55 3 . aç. 26. 28, 29 efc. 

f _o . elle doit être égale à ^ , conformément au théorème ; elle 1 e^t 
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4rn effet* parce que tons les autre* facteurs se détruisent, à l’exception dé 
3 z* 3 b 

——-, fraction qui diffère déjà peu de l’unité, et qui dans l’infini coïnci- 

2Ç. 20 

deroit avec elle. 

THÉORÈME. 

„ r .Sin.mir , , , m (i-*-») r. 

l6 ‘ Le ra PP° Tt STnT^r eSt e 2 d a 

DÉMONSTRATION. 

a7. Il est démontré dans tous les ouvrages de haute analyse, que le rap- 

Sin. m sr % . .. . r . m 1 —m i+m 2 —m 2 -f-m 3—m 

port 7-est égal a la produite infime —.-.-.-.-.-etc.etc. 

Sin. n n 0 n 1 —n 1 +n 2 —u+n3 —n 

‘Comparant cette expression à la formule générale de 14, on aura az=z'm; 
A — n; r=.i c=i-m- *; donc SJ -— _ Les ré- 

ductions enseignées en 3 , 6, g , feront subir à cette expression une infinité 
de transformations, 6ans rien changer à sa valeur. Nous en rapporterons 
quelques - unes. 

THÉORÈME. 


„ _Sin.m* m. \ nIx (\-m) **/' 

' ° na Sin. U7T n . 1 mix (i-fl) nix' 


DÉMONSTRATION. 


_ m (» — »* — n) 1 I 
jg. De ^ ^ /, 


m (l — m)/i j —n/i 

on fait n t -m/. < 6 )- Au «eu d’u 


différence positive on employer* une différence négative; on aura (3): 
-77——i TH —, • * era P asser i es Acuités du numérateur au dénomi- 

0 V .* — n ) 1 — 1 O n 1 

nateur, et réciproquement ; on aura (9) : - } /, ^—^pTH* Cette der- 

m 1 ni 1 (j — m) mI ' 

nière expression se réduit naturellement à ' m i r \T— n)n/V Ce fal¬ 
lait démontrer, 

COROLLAIRE, 

«o. Dans le cas particulier de m infiniment petit, on aura -es 

r Sin . n 7r 
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”V. lwJl ; ce qui donne ~ l7r - = — I —- * : Cette formule fournit 

72 .(i—77) n/l Sin.nvr (1— rï) nIi 

une méthode facile et élégante , de calculer le sinus de tout angle proposé. 
THÉORÈME. 

ai. La faculté 1 an/l est égalé à v n i nIt i nI *. Car la faculté 1. 2.3... .2» 
est le produit des deux facultés 1. 3 . 5 ,... g n— 1 , et 2. 4. 6.. .. g n . dont 
la première est 1 71/a , l’autre a « i n/l . On tire de ce lemme le corollaire 
suivant, qui peut être utile dans plusieurs occasions : (1 _|_ n) n I' a n j * 7*. 
Il est fondé sur ce que la faculté 1 an/l est décomposable en 1 * 7 i (1 | ri)nl \ 
«n vertu de 6. 

PROBLEME. 

2 2. Trouver la valeur des deux facultés 1 ( l ; *) 71 , 1 ( l 79 ) 7 *. 

SOLUTION. 

23. Supposant n~ |, dans les deux théorèmes énoncés en 20. 21. on tire 

de l’un | 7 r— ——-— 2 - ; de l’autre 1 = 1 C 1 : a) 71 1 0 : O 7 * J/ 2 . çjom- 
1 (ï : 2) 7 2 * UU1U 

binant ensemble ces deux propositions, on trouve 1 C 1 : *) 7 1 —, \f_'j* . e£ 

X (i : s) i a== m 
\/ 7 T 

PROBLEME. 

24. Trouver la valeur des deux facultés n C l:2 ) 71 , nX 1: 0 J —1; 


SOLUTION. 


25 . On tire de i.{a-\-nr) mIr — —?-Faisant ici 


0 = 1,7 


on aura, après les réductions qui se présentent d’elles - mêmes, 
(i + n ) (. = »)/.;= i («>«)/«; d’où l’on tire n (‘ ;î ) -f' — lÏLUlL ' 

<1 

Quant à 72(1:2) J—», il se réduit à ( 1:a ) 7ï ; et comme n (* : *) Ii 


n I z 


i n ÿ ^ —• n y en ’ vertu de 6 , il en résulte n C 1 : *) r — 1 = —--. 

1 nI2 \/ vr 

Ainsi les deux facultés tz( i: =) , 72 Ci : a) 7—1 reviennent à la quadrature du 

cercle, toutes les fois que n est un nombre entier. 

G 4 


te 
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PROBLEME. 


26. Trouver la valeur des deux facultés B (» « a) 7 a * B (* ! f) 1 —*. 


so lution. 

q 7. Faisant usage de la même formule (a —72 r) ( q 4 * m r ) n T /f_ mT f 

a nIr 

la supposition de a — 1, r =2, m = J donne (i-f-2 n) C 1 : a ) 7 * = 77777 1 ( ,:a ) 12=== 

La supposition de a = 2 , r = 2, m~\ donne (2 -f" 2 n) ^’’ 3 )= 
3 hlz 3 A 75 1/ _ 

—2 (i: 2) /2 — — — - . De ces deux formules , la première sert aux 

2^/2 2 /lIi ]/ 2 r 

eas où B est un nombre impair, l’autre à celui où B est un nombre pair. 
Quant à _BC 1: ») J — 9 , comme (2 //)(' : 2 ) J_ ~ 2 est identique avec (i-f-2 Æ) C 1 ; a ) 7 2, 
(, _|_ /z) O : O* 7 — « avec (2 -j- 2 Æ) C 1 :9 ) /a , on aura (2 h) C 1 : 2) /— 3 = 

»* J * V 3 et £-«s= $ hti V'* > 

1 h 72 [/ 7T ? ‘ 2 ^ 72 2 * 


REMARQUE. 

îS. C’est un plaisir de voir, combien ces deux problèmes , qui ne sup¬ 
posent que les principes les plus élémentaires , ont exercé le génie des plus 
grands géomètres. Pour y réussir, ils s’adressoient ordinairement à la mé¬ 
thode des interpolations. Cette méthode les envoyoit promener dans l’infini; 
il falloit y avoir été longtems avant qu’on eut la permission de revenir dans 
le fini. Au reste la marche très-simple que nous avons suivie , embrasse 
bien d’autres objets encore. Le théorème énoncé en 7. nous apprend , que 
si des quatre facultés , a mlr < ) a nIr , ( a-\-mr) nIr , {a-\~n r) mIr , trois sont 
données, la quatrième se trouve par une simple règle de trois. Donc, si 
a mIr est connu dans un seul cas particulier, l’exposant m étant un nom¬ 
bre fractionnaire, on trouvera par une simple règle de trois , toute faculté 
A mIr ? dont la base A est comprise sous la forme a'-\- n r. C’est ainsi que, 
connoissant la seule faculté a C 1 : 3 ) 75 , cm trouvera par une simple règje de 
trois, la suite de facultés 7 ( 1; 3 ) 7 ^? 12 ( l - 3 ) 7 -> 5 17(1:3) Ij e tç. de m ême 
que (—3)C 1 -3) 7 5 ? (_ 8 ) (» : 3 ) 7J , (—i 3 ) (i*3) 7 5 etc. Toutes ces solutions 
particulières au reste seront comme absorbées dans la méthode générale que 
rous donnerons ? pour trouver la valeur d’une faculté quelconque. 
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« 7 \7 • r • r ' a L 4 —c) e/c. 

ag. Déterminer les cas , ou fo produite infinie de 14, SYîvozr — f/r ~ 9 

que nous avons réduite à a cTx : A c 11 (en supposant la différence r égale à Vu- 
nité , ce qui n’été rien à la généralité de la produite) est réductible à des rapports 
de sinus , tels que S in. m tt: S in. nyr. 


3 c. Nous avons trouvé en 16. 


SOLUTION 

S in. m 7r 


S in. n 7r 


(1 — m — n) h 

- Prenant à volonté 


rz O- 

Sin.m 7 r\ _ m ( h — n)Zi 

un nombre entier quelconque h, nous aurons ^ ^_ A+1 _ w _ w)z V 

T , r 1/ t Sin.rnir. _ m' lIl (m-{-h)—( h — 1 * n + n ') Tl 

Le développement de ces deux facultés donne 


, Sin. in 7r m h 11 {n-\-h — 1) V l ~~ 1 4 -w + n)/—1 

S in. n 7 r n hïl Qn -\-h — 1 ) 

Sin. m 7T 7?z 7z 11 (1 —m) 14- w+n) 7 1 

72 /; /1 (1—72) C^—1 4- m-\-n) h\ 


ce qui revient à .* ■ rrr —-— v ~ ' -——; et enfin, 

n cv„- -Ah sZZ. ! Z j\ (h—1n) I —1 


Sin. n 7 


en employant les différences positives, 

Le développement ultérieur des deux facultés non devéloppées peut être 
effectué de deux manières. Suivant l’une nous avons , 7r 


m hh (j- m )(h—i)h ( h . 


I ) ( m + n) T 1 


L’autre donne 


Sin. n tt 
S in. m tt 


n h 11 (1 - 72) C /z — 0 1 1 (A - 72 ) (w+ -7 1 SÛ7. 72 ÎT 

772 /z 7l (1—772) ^ 1 Ces deux théorèmes nous font voir, 

n hli (! -72) 7i/l C^ + 72) 

a c 1 1 . , 

que la produite proposée ^TTT est re d u ctible aux rapports des sinus, tou¬ 
tes les fois que la somme a + A rj- c est un nombre entier $ mais aussi, 
qu’il faut distinguer les deux cas , d e a-{-A-{-c pair , et de a + A + c 
impair. Dans le premier cas, a-f- A-\-c étant un nombre pair, tel que <ih y 

onaura «l£l = (±zÆ "1 V ~ tté?.§Î!h (*'~ «> * Dans le se- 
(A-a) */■ (r-lft-f a) (A—)/' Sm. (h-A)*r 

cond cas, a 4 - -4 -\-c étant un nombre impair, tel que a h -j- i , on aura 

o r /■ M- Æ) A7 'Çi-zl-M)*/, 5m. (a-/t) tr 

^lc /1 (a — h) hI ' V— aJ r h ) ,,rr SmIÇ 4 —. 


54 CHAP. III. ANALYSE 

EXEMPLE I, 

3 1. On demande le terme de la sérié 7^+77^—- etc ' répond à 

v 15 l 5 . 22 . 29 1 

Vindex ^ ? Le terme général qui répond à l’index u , n’étant autre chose que 
12 —fZ , on aura ; A = y ; c=\* ; et comme la somme de ces trois 

i3 ü/ 7 

nombres est égale à 11, on trouvera la quantité cherchée, en mettant dans 

, r , 7 «; -n-n J • 1 20.1 3 . 6 . 1 . 8.27.34.41.48.55 Sin.^TT 

U seconde formule, h 5 . Elle devtendra 373^3^3333^ ^-3^- 

EXEMPLE IL 

32. 0/2 demande le terme de la série ^ 4 -—e/c. auz répond à 

23 a 3.36 23.30.49 

Vindex — £ ? On a cz = ; ^ = ]|; e= —/ 5 ; somme des trois nombres 2 , 

nombre pair. Donc, faisant usage de la première formule, et mettant 1 à 

la place de h, la quantité cherchée deviendra — ■ 

r oin.-fj 7 r 

PROBLEME. 

00 . ; , . , . (.4 4 - r)p (B 4 - r) ? 

33 . Déterminer la valeur de la produite — -— r U—r —e-'—— 

r C/’-»-? (C -f- r) />-W 

4 “ 2 r ) p ~b. 2 r ) 7 etc. C’est la forme la plus générale qu’on ait donné 

(C+ar)/»-W 

jusqu’ici à ces sortes de fonctions ; encore ce n’a été que dans quelques 
exemples particuliers. 

SOLUTION. 

A A+rAA-zr A (C-A).rlr __ B B ~\~r 

3*. Farsant-^.^-p^-- etc. ou (c _^, ■ -X, et 


etc. ou ~ - ' C ~Y; la produite proposée sera égale hXr Y* ; 

C -j - 2 r ( i p f-r ) ( L ~ h ) :r ° 

pC—pA-\-qC — y 2? 

fonction qui aùra pour dénominateur (inf. r) r * Pour que ce 

dénominateur soit une quantité finie, il faut que son exposant s’évanouisse; 
ainsi pour que la produite proposée ait une valeur finie, il faut que- C = 

]>A + <{.B Substituant cette valeur dans Xr Yl, et faisant 

P + q P r + ? r 

E1L--J-— = 72 , on trouve pour équivalent de la produite proposée 
pr+?f 

/ mlr\p r njr\q 

C* J \ B ) • 
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COROLLAIRE. 

35. Faisant ici p + ? = l , et de plus B~A -f- r ; ce qui donne ?=:i-p, 

A p ^ r 

C =z A pr; on tire de la formule général^ qu’on vient de trouver, - 

pour équivalent de. la produite é f ^ A+ r j '~ p A±1È 

{A -(- <2 r ) 1 P (A- f- j r)_P etc . Q’ es t l’ancien théorème fourni par l’interpo- 
A -f- pr-j- 2 r 

lation ; et c’est à lui que se réduit à-peu-près tout le chapitre du calcul dif- 
'ferentiel d'Euler qüi eh traite. On croyoit avoir beaucoup gagné, en réduisant 
à des produites infinies, des facultés à exposant fractionnaire A 1 * r . On n’y 
gagnoit enfin que là solution des cas qui se rapportent à la quadrature du 
cercle. Il eut été beaucoup mieux fait d’appfendre à* évaluer les facultés à 
exposant fractionnaire quelconque: on auroit eu un moyen certain et géné¬ 
ral , de trouver non seulement la valeur dë toute produite infinie donnée, 
mais èncore celles d’une infinité d’aufres quantités transcendantes. Nous en 
parlerons dana la seconde partie de ce chapitre. 

THÉORÈME. 

c r Sm.ni'r . < j « (-p-mY n — m1 

36. Le rapport^—- est erai a ^ z - t - 


DÉMONSTRATION 


37. De 


2 1 — w — ni r 
I — m — ni f 


jyi n -~ m *+‘* 1 —-an/i . . 

fiit — ; ce qui se réduit, moyen- 


_ v — «n/t , . 

nant 6 , a ----— ; ou bien, en supprimant les fac- 

5 n i — jn il - m/ 1 7 7 rr 

. . . » 772 71 — m / I 

teurs identiques du numérateur et du dénominateur, a ---_, ce 

^ (l — 72) « — m I 1’ 

( I - 77z) n - 77Z I -f“ t 

qui est identique, en vertu de 3 , avec n — m 7— 1 '^ es ex P°sants,quoi¬ 

que complexes , paroîs sent ici sans parenthèse , et ils le seront toujours dans la suite. 
Il suffi* d'avertir que dans tous les cas , 1 la lettre I regardera tout ce qui la précède, 
38. Faisant ici 72 — m = p , et nz=im-{-p , le théorème précédent se trans- 

S in. (m -f- p) cr_ m) P I — 1 ^. 

formera en —^ v —pjrppTpr, = Cos.p, r-f Stn.p, r. Cotang. mit. 
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Enfin, la supposition de p=z\f nbiife ferâ.cfinnbître le théorème suivant, 
que nous donnons pour un des plus importants de l’analyse. • 

T H ÉORÉ M E. 

3 9. La tangente (Liai angle quclrimyâe m tt , est égalé à la faculté (+m) M M fr «, 
divisée par 'la faculté (— m ) 1:2 

REMARQUES. 

40. Ce ,tjiéorèine non moins remarquable, par sa vérité ç^ue par sa sim¬ 
plicité, fournit une méthode ( très-simple.', pour trouver la tangente d’un angle 
proposé; et une autre méthode encore plus facile, pour en calculer le loga¬ 
rithme hyperbpjigue.. Mais ^ussi noue ne dissimulerons pas que les consé¬ 
quences natureflqs aqquelles il‘ mène , nous obligeront de changer les idées 
généralement reçues sur les puissances fractionnaires des nombres négatifs,, 
1 ..,i que sur, leurs logarithmes. Il est très-clair d’abord, que toute faculté, 
telle que à ** r 9 peut être développée en une série a n f-Aa n ~' r-\-Ba n ~ 2 r^ 4- 

Ca n ~ 3 r 3 4- etc. 1= a n (1, 4 " + etc * ) ? dont le8 coëffi- 

ciens A , B , C, etc. sont des fonctions de l’exposant n seul ; bientôt nous 
indiquerons la loi de ces coëgTcieài's T noüs trouverons des moyens pour ren¬ 
dre la série 1 4 - convergente à volonté; et nous nous 


en servirons avec avantage , pour' trouver dans tous les cas , la valeur d’une 
faculté quelconque proposée. Il est très-clair encore , qu’en prenant à la fois 
la base qt la différence négatives , la faculté (- a) sera égale à (-a) « 

JL Al 4 - ëH 4 - 4- etc.) u Il paroît donc s’ensuivre que le rapport des 

v 1 a ' 1 * a- 1 a 1 

deux facultés (4-a) n *^~ r : (—a) n ?— r doit être essentiellement le même que 
celui des deux puissances ( 4 * a )- n 1 ? ainsi nous aurons; 

S in . th -tt ■ 

S in. J n tt (— / 7 ?) n — m ’ 

. . - , ' • SiTL nV__J. 04 * 70 ^- * ' 

Sin. ril 7T (— 

Tang.mr SES Ülf!lLLLl, 
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41. Ici les réflexions se présentent en foule. Les deux premières proposé 

CûS.p 7T-\- Cot.m 7 r% 


tions conduisent très-naturellement à celle-ci : -— P 


C+ m) p~ 

Sin. p 7r ; en faisant comme ci - dessus, n — m—p. Faisant p négatif, cette 


équation dévient 


(+ m) P . 


Cos. p 7 r — Cot. m 7 T. Sin. p n. Combinant en- 


(— m) p " 

semble les deux équations, on en déduit très - naturellement le théorème 
aussi neuf qu’extraordinaire , en vertu duquel le produit des deux facteurs 
Cos. p 7T-\- C0t.rn.7r. Sin. p 7 r. et Cos. p 7 r — Cot. jutt. Sin.p 7r seroit égal à l’u¬ 
nité, quelques valeurs qu’on voulut supposer aux deux nombres m et p. 


42. Il n’y a pas le moindre doute en effet que toutes ces propositions ne 
soient très-vraies , tant que Sin. pn-o, et que p est un nombre entier, 
positif ou négatif. Il n’y a pas le moindre doute non plus que dans tous les 
autres cas sans exception , ces mêmes propositions ne soient ce qu’il y a de 
plus révoltant et de plus monstrueux en [fait de géométrie, tant élémentaire 
que transcendante. 


43. Il a été très-facile de parvenir à ces théorèmes; et peut-être n’y a-t-il 
jamais eu de démonstration plus claire , et plus conforme aux principes gé¬ 
néralement reconnus. Il sera plus difficile jpeut-être de trouver la raison 
des contradictions sans nombre, auxquelles ils mènent très-naturellement. 
Se rejettera-t-on sur la multiplicité des racines, qui se présente en effet dès 
qu’on assigne à l’exposant p une valeur fractionnaire ? Mais au milieu de 
cette multiplicité de racines , on ne pourra certainement pas nier qu’en sui¬ 
vant la route des principes universellement reçus, le rapport (-)- m)P : (~ m)p 
ne soit dans tous les cas , généralement et identiquement le meme que 
celui de (-f- 1)^ : (—1) P. En vertu de cette réduction on aura donc 

Sin. m 7r (+ i)”- w . 

Sin. n 7r (— 1 )/* —m* 

Sin. n 7r _ (-f- 1) m — n _ 

Sin. m 7T (— 1) m — n 5 

Tan g. imrzz^z — 1 _. 

b (— O 1 : a 

44. Les deux premières propositions s’accordent parfaitement entrelles; 
mais elles mènent à 1 absurde ; il s’ensuivroit que le rapport des sinus de 
deux angles est fonction de leur_ différence seule. La troisième est encore 

H 
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plu® absurde, en ce qu’elle établirait pour tangente d’un angle quelconque, 
non seulement une quantité constante, mais encore une quantité imaginaire. 

45 . Ce n’est pas tout. Le rapport des deux puissances (+m)^ : (— m)P, 
que nous avons enseigné en 41. nous fait présumer, que (— ni)P est égal 
.dans tous les cas à {-f- m) P , multiplié par Cos. p tt - f- Cot.mTr. Sin.p ou 
bien , divisé par Cos. p7r — Cot. m 7r. Sin.p tt. Il ne sera pas nécessaire de 
"répéter ce que nous avons déjà dit sur la contradiction manifeste qui règne 
entre ces deux règles. Mais il s’ensuivroit de plus que quelque valeur qu’on 
voulut supposer à l’exposant p, entière ou fractionnaire, positive ou néga¬ 
tive, la puissance (— m)P fur toujours et constamment une quantité réelle, 
et qu’en un mot, il n’existât point de quantités imaginaires dans toute 
rétenciue de l’analyse. 

4O. Comment se sauvera-t-on de ces contradictions P Dira-t-on que la fa- 

A r 

culté a mJr n’est pas généralement égale à a m , multiplié par 1 -J_ | 

r r 

etc. les cocfficiens A , B etc. étant des fonctions de l’exposant m 

seul? Cependant il ne paroît pas qu’il y ait un seul théorème de haute ana¬ 
lyse , qui soit aussi clairement et aussi solidement prouvé que celui-là. Il en 

est de même de l’autre : (— a ) r — (—a) m (1 -j- —-h etC.) • qui 

de plus en est une conséquence très-naturelle, en mettant — a et — r à la 
place de ~\- a et -f- r. Dira-t-on qu’en comparant les deux théorèmes , il ne 
s’ensuive pas que le rapport des deux facultés (-f- a) m7 + r : (—ci) soit 

identique avec celui des deux puissances (-\-d) m : (— a) m ? Il paroît bien 
difficile cependant qu’en admettant les deux théorèmes , on se refuse à la 
conséquence très-claire qui en découle naturellement, à moins que de suppo- 
. A r Brr 

ser que la sérié 1 + --f-f- etc. ne fut pas égale à elle-même. 


47. Remontera-t-on jusqu’aux théorèmes eux-mêmes qui nous ont aidé à 
réduire le rapport des sinus de deux angles au rapport de deux facultés à 
exposant fractionnaire P Dira-t-on, par exemple, que la tangente d’un an¬ 
gle quelconque 772 tt n’est pas égalé à la faculté (-j-772) 1 îj/q-i ? divisée pàr 
m ). : 1 p Alléguera-t-on pour raison très-plausible en effet, et parfai¬ 

tement conforme aux principes généralement reçus de l’analyse élémentaire, 
que la faculté (—m ) 11 être une quantité imaginaire, ayant la racine 
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certainement imaginaire (-m) 1 ** pour l’un de ses deux facteurs, et pour 
l’autre la série très-réelle 1 -f ~ -f etc * ? Mais 8ans ré P éter la dé - 

monstration très-rigoureuse que nous en avons donnée , l’on se sauroit certai¬ 
nement se refuser à admettre un théorème, qui dans toutes ses applications' 
ne mène qu’à des résultats exactes et justes* C’est ainsi que pour trouver là 
tangente de 72% nous aurons m = f ; de plus on a dans le cas où l’expo¬ 
sant de la faculté est |, A = § ? B ~h lis ’ ^ == HH ïoï* e£c> donne? 

(4- 2: 5) — 0,4817633 ; 

(— 2:5) i:a/ — 1 rrrr o,l5653g5. 

Le quotient des deux quantités 3,07 7683 3 est la tangente de 72*. 

48. Seroit-ce enfin qu’en renonçant à une partie de nos principes uni- 
versellement adoptés, on sentit la nécessité d’en venir à une réforme 
totale de toute notre théorie des racines et des logarithmes des quantités néga- 
tivesp Pourra-t-on convenir que la plus grande partie des propositions qui 
les concernent, dévoient etre absolument indémontrables , de la manière 
dont on a essayé de les démontrer jusqu’ici P Je 11e serois pas éloigné de 
croire en effet, que toute l’application que nous avons faite jusqu’ici de 
notre théorie générale des puissances , aux racine? et logarithmes des quan¬ 
tités négatives, ne soit une conclusion a particulari ad universale , qui 11e 
devroit être guères excusable en fait d’analyse: Ce que je puis avancer en 
attendant avec la dernière certitude , c’est qu’en dépit de tous les principes 
généralement adoptés, dans tous les cas où l’exposant p a une valeur réelle, 
positive ou négative , entière ou fractionnaire, rationnelle ou irrationnelle , 
la faculté (—7?t) P I — 1 est toujours et constamment une quantité réelle ; quoi¬ 
qu’elle soit ouvertement le produit de deux facteurs, dont l’un 1 + — 4“ 

— etc. est très-certainement réel, et dont l’autre (— m)P devroit ctre une 
m m 

quantité imaginaire, toutes les.fois que l’exposant p , supposé fractionnaire, 
eut un. nombre pair pour dénominateur. 

49. Conformément aux principes généralement reçus, la puissance f— 1) * 
jie peut avoir en général que deux seules valeurs réelles , savoir , ou -j- 1 , 
oU — 1 ; dans tous les autres cas elle n’aura que des valeurs imaginaires. Je 
crois en avoir assez dit pour rendre cette théorie plus que suspecte; mai* 
voici d’autres argumens encore, qui viennent à l’appui de mon assertion. 

H 2 
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D’abord il répugne à toute idée d’une loi de continuité, ainsi qii’à l’induction 
générale que nous présente,tout l’ensemble de l’analyse, que la fonction 
(-1)* - doive passer alternativement de +1 à _ r, e t repasser de - 1 à -f- 1, 
sans passer par aucun état intermédiaire. A quelque classe de fonctions al- 
gébriques qu’appartrenne l’expresston (-1)*, ,1 faut nécessairement 
comme toute autre fonction elle ait sa différentielle, et ses différences finies; 
il faut que (— 1 )* + dx diffère infiniment peu de (— 1) *5 et que (_i) r-t-ax 
diffère de (—i) x dune quantité assignable. Or, d’après la théorie ordi¬ 
naire il n y a ni 1 un ni 1 autre. La différence finie de cette fonction ne se- 
roit assignable que dans un nombre très-borné de cas; et alors elle serait ou 
zéro, ou noms deux; entre (-i)* et (- i) x + - il y aurait un vuide im¬ 
mense. Quant à la différentielle de (— 1) x , il n’est pas un seul géomètre, 
qui en se conformant aux idées reçues , soit en état de nous dire ce que c’est. 

io. De plus, cette théorie ordinaire est défectueuse sous plus d’un rap¬ 
port. Elle n’est applicable qu’aux seuls cas, où l’exposant x est, sinon un 
nombre entier , du moins une fraction rationnelle. Mais que ferons-nous 
de (- 1) V * P que deviendra (- i) * dans l’infinité de cas, qui nous donnent 
pour exposants, des quantités irrationnelles, exponentielles, circulaires, en¬ 
fin transcendantes quelconques p Ici les plus grands géomètres , en se con¬ 
formant à la théorie ordinaire , sont obligés d’avouer ingénument leur igno¬ 
rance; et cette ignorance, il faut l’avouer, ne fait pas trop d’honneur à 
l’analyse. 

31. Mais , objectera-t-on , cette théorie des racines imaginaires ne nous a 
jamais conduit jusqu’ici qu’à des résultats vrais et rigoureux : et dans cette 
infinité d’applications qu’on en a fait à tout ce qui pouvoit être un objet 
quelconque des hautes mathématiques, on s’est toujourset constamment retrou¬ 
vé sur la route unique de la vérité et de la précision. Il est fort heureux sans 
doute que cela ait été ainsi jusqu'ici ; et qu’une suite de théorèmes qui n’a- 
voient jamais été prouvés par la démonstration qu’on en donnoit, l’ait été 
par 1 événement. Sommes-nous bien certains d’être toujours également heu¬ 
reux P Une suite de principes dont jusqu’ici on n’a fait application qu’à 
cette classe de fonctions très-particulières que nous nommons puissances et 
à laquelle nous sommes accoutumés de tout réduire en fait d’analyse, me- 
nera-t-elle à des résultats également vrais, lorsqu’il sera question de les ap- 
pliquer à des fonctions plus générales? Peut-être la suite de ce chapitre fera- 
t-elle revenir les géomètres de cette heureuse sécurité. Nous y proposerons 
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U sommation d’une série très-simple; nous trouverons moyen de réduire le 
problème à des logarithmes de facultés à exposant fractionnaire , en observant 
de nous en tenir scrupuleusement aux principes généralement reçus ; les 
résultats absolument faux auxquels nous nous verrons dévolus , prouveront 
aux géomètres, que ces mêmes principes, qu’ils avoient cru très-solide¬ 
ment et très-universellement démontrés , étoient bien loin de 1 être. , 

5 q. Nous finissons ces remarques par l’assurance que nous donnons à nos 
lecteurs , que les doutes que nous avons élevés , que les contradictions ap¬ 
parentes que nous avons rencontrées , ne retarderont notre marche en aucune 
manière ; que malgré ces obstacles nous poursuivrons notre route, et que 
nous arriverons à des résultats constans et certains. La bizarrerie apparente 
d 5 une faculté à exposant fractionnaire et à base négative , ne nous empê- 
cherapas delà calculer, d’en trouver la valeur précise, et de nous en servir 
avec le plus grand avantage dans le calcul d’une infinité de quantités trans¬ 
cendantes, qui avoient échappé jusqu’ici à la sagacité des géomètres. 

53 . Une vérité très - importante, et qui doit servir de base à toutes les 
recherches qui vont suivre, c’est que le développement ordinaire de la puis¬ 
sance du binôme est applicable aux facultés; et qu’ainsi cet illustre théo¬ 
rème binomial, qui auroit seul suffi peut-être pour immortaliser son auteur, 
n’est qu’un cas très-particulier d’un théorème infiniment plus général. Nous 
allons exposer cette- grande vérité dans tout l’ordre , et avec toute la clarté, 
dont elle peut être susceptible. 

PROBLEME. 

5 4 . La faculté du binôme (a + b)”- 1 r devant être représentée par une série com ■ 
posée de.facultés de menâmes, telle que a"*' +A a"-' l'h + Ba—f 1 b>*'+ 
Ca n ~à Jr b$ Ir -f- etc. on demande la loi des coèfficiens A , B y C, D etc. 

SOLUTION. 

55 . On commencera par substituer successivement à la place de b , les 
valeurs —r, — 2 r, —3 r, — 4 r etc. Alors, observant que la faculté 
(__ mr) * h doit nécessairement s’évanouir, dès que n devient égal à m-j- » 
ou pins grand que rn -f- 1 , on aura les équations suivantes : 
a nJr =za”Jr. 

(a-r)" 1 ' —• "r,- 

{a-ir) nIr ’=d nIr - tAa n — ir »*i 
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(a — 3 r) a /r =a n/r — 3 Aci n — 1 7*+ 6 B a" —a r s — 6 C a n —ï l'r' ; 

(a—±r) n l r ~a nIr —±Aa n - 1 i'r+17 B a n -* J'r*— 24 Ca n -à /'t- 3 ^ 
24 D a n — * Ir r x ; etc. etc. etc. 

56 . On ôtera chacune de ces équations de celle qui la précède immédia¬ 
tement ; et pour faire ces soustractions, on observera que généralement, 
quelques soient Z, r, 71 , on a toujours Z 71 /r — (Z — r) « /#• ^ n g n _ 1 i> r# 
On trouvera 

na n — I /r = Z an— I 2> . 

tz (a — r) n — 1 ' = A a n ~ 1 ? r — 2 B a n ~~* Ir r; 

n(a — 2r) n — 1 Ir z=zAa n — 1 l r — \Ba n — * Ir r-\-bCa n — 3 /'r 2 ,* 

n(a—3r) n - 1 J' p =Za'*— * I'— 6Ba n -* *'r-j-iSCa”—**'r*—<2\Da n -4* r r*; 

n [a— \ r) n —' J r =Aa n ~ 1 Ir —SBa n — * / '7--J-36Ca"-3/'7' 2 _gôDa"—4/r r 3_|_ 
etc. etc. etc. 

57. La première de ces équations donne A = n. Continuant à soustraire; 
n(n—i)a n -* * r z=z* B a"'—* Ir ; 

n (72— 1 ) {cl —r) n — 2 1 r — îB a n — i 1 r —b C a n —S Ir r ; 

72 (/z— 1) (a— 2r) n -* Ir z=z2Ba n — * Ir —i2Ca n ~d 24 Da "-4/r r *. 

72(72—1) (a —3 r )»— 2 Ir ~2 Ba n — * l r —18 C a n —s Ir r-(- T7Da n — 4 1 r r * _ 

120 Ea n — 5 /r r 3 ,* etc. .etc. etc. 

. 5S. On voit par la première de ces équations que Bz=z -. On aura 

1. 3 

ensuite 

72 ... (72 —2) CL n — 5 Ir — 6 C a n ~3 
72... (72—2)(a— r, "—3 /r r=:6 Ca"- 3 /r — 24 Da n -4 Irr ; 

«... jjrz—2) (a— 2r)' ? —3/' - =6 Ca n ~3 48 D a" — 4 /'r -f- 120 2 ?æ " —5 / r r . 
zi... (72—2) (a— 3 r )”~3 1 r ~ 6 Cœ n -~5 Ir — 72 Da n — 4l r r-|- 36 o E a n — 5 /r ^ 
— 720 Fa 6 Ir r 3 ,* etc. etc. etc. 

5 g. Ainsi Cz^ r —, Répétant la même opération, on aura 

72 ... (n— 3 ). ....a" —4 ^=aiZ)a n -4/q- 

72 ... (72 — *)' h ~ A 1 r “ 2\Da n ~A I r i 2 oEa n — 5 Ir r . 

îzj.• _ J j {a- 2 r) « - 4 *i> =£ 24 Z>a 4 ^ r_ * 4Q £ a n _5 //■ /*—J— 7 Qo Fa ”-6 /r r * ç 
72... {n-2,){a-ir) n -^ ir ^=z7( i Dd9^ i r -~ S6o£:a«^iV^ai6oF«^i>r* 
— 5040 G a "-7 i> r 3 } . etc . etc> efCi 

6o. Ici l’on voit^care que —-*—- 3 ‘ n . 


Naus csoyons 
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avoir indiqué la route qui mène aux coëfficiens qui suivent ; et qu’on 
trouvera parfaitement identiques avec ceux du binôme de Newton. Comme 
on n’a supposé nulle part que l’exposant n est un nombre entier, on peut 
regarder la démonstration comme générale. Nous pouvons donc avancer, 
comme un des théorèmes les plus importans de l’analyse, que la faculté du 
binôme peut être dévéloppée en une série composée de facultés de monomes; 


/ i.n — i 

telle que a nIr -\-na n —' lT H— a ' 


—2 Ir a/r_ 


71,71 — 1 . n —2 


3 - } 


CL n — 3 1 r 


etc. etc. 

6 i. Ce théorème est susceptible d’une infinité de modifications différentes. 
Nous donnerons d’abord celles qui dépendent de la position dont on peut 
affecter les quantités b , r, ainsi que l’exposant n , en les supposant négatifs 

ou positifs. Nous donnerons à ce dernier une forme fractionnaire, —. De 

plus nous diviserons généralement par a m: n lT , afin que le premier terme 
de la série se trouve réduit à l’unité. On parviendra aux huit théorèmes 
suivants : 


Theor. I. <é + Z) m: ;JZ T - 

m: n 1—r 


m B 


2 2 7 — n £ 2 Ir 


n A 


i. 2 n n. A 2 7 — r 
m* J ~ n B 2 T ~ r 


(A — B) 171 '• 11 1—r m B » 

Theor. IL - = 1 “ + i. a nn. A * l- 


mB 


+ ITLU i ul - 

- A I -- 

ji A 1 . 2 .nn 


m. 


(A -4- r ) 171 * 7T mB , 

Theor. V- 1 ~ ICI 

( A 4 - r) mîn 1 r , mB , 
Theor. VI. (JZ B +r) m - n Ir " 


7n 2 7-n B 9 7— f 


A * 1 * 

mB , 772 2/-n B*? r 

n A 7 ' 

772 2 7n B 2 7r 


-f- etc . 


- etc. 


n a 
mB 


j. 9 nn. A 2 J — r 

m 2 I n B 2 7 — r 

i. 2 nn A* I— r 
1 n B 2 7 — r 


— etc. 


etc . 


(A _ r ) m:n I — r m B . m 2 1 n 

T ^.vn. —-1—^=1- — + — A . t , 


[A+B-r) 

Thèor.VlIlM ~ T 


«T-r _ mB , m 1 7 ” -B a/r i ^ 

( 4 —n <z ~ T_ ’ “ ^ 1/r 


1.2 72 Tl 


A.près avoir expose ces théorèmes en général j nous allons examiner quel¬ 
ques-uns des plus remarquables d’entre les cas particuliers. 
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CH AP. III. ANALYSE 
THÉORÈME. 


62. Vintégrale f t m ~ l e— { dt, prise depuis tz=z 0 jusqu’à t infini, est égalé 
à la faculté i min 71 , divisée par m. 

DEMONSTRATION. 

63. Cette proposition ne renferme qu’un cas très-particulier de notre théo¬ 
rème VII. Divisant de part et d’autre l’équation de ce théorème par A — r, et 

faisant rzzzn, Az=.m-\-n, elle deviendra 


1 _ B : n , 

~ 1 „ “h 


772 {B +m) m : 2 ~~ n m 772 -(- 72 

etc. La supposi- 


1. 2 (772-f-2 72) 1.2.3 (7724-372) 1.2.3.4(7724-4^) 

tion de B infini fera passer les facultés de B:n et de B-{- m à l’état de puis- 

. -, , m m:ni—n 1 B:n ■ B B : nn 

sances ; l equation deviendra alors ---—--i—-f--;-:-- — 

m B m: n 772 772 —j— 72 1.2 (772—j— Q 72) 


B 3 : 72 3 


B * : 72* 


1.2.3 (772 -f- 3 72) 1 . 2 . 3 . 4 (772 -j - 4 n ) 


etc. Ici , faisant B ~ 72 t n 9 

multipliant de part et d autre par t m , on aura la série — -_- 

772 m-\-n 

1 m: n J — n 


4 - 2 n 


fm 4 - 3 " 


1 . 2 ( 772 -)- 2 72 ) 1. 2 . 3. (772 -(- 3 72 ) 


4“ etc. égale à 


772 ' 


772 72 •' « 


• 5 expression 


• (772 .* Tl) 771 ! Tl T -— 1 ^ 

absolument identique avec i—-—--- Quant à la faculté ( m:ri) m:n 7 — 

la remarque faite en 3 . la réduit à 1 m\nii m D’un autre côté la série 

f m *m 4-1 

_—- 4- etc. n’est autre chose que le dévéloppement de l’intégrale 

772 772 —|— 72 

n 

J fm — 1 e — t dt. Donc, cette intégrale dans le cas de t infini, est [égale à 
1 m * n 1 » ; 772 . Ce qu’il fallait démontrer. 

COROLLAIRES. 

n 

64. L’intégrale f t m ~ 1 e — 1 dt est un nombre entièrement rationnel, tou- 

n 1.2.3. .../$—1 

tes les fois que m est divisible par n. On aura ft hn — 1 e — ‘ Mt - dû" , . 

• 7 72 * 

fraction rationnelle, si h est un nombre entier. 

n n 

65. Les deux intégrales ^/ n — 1 e— 1 dt, etftin—t e ~ 1 dt, sont cons- 
samment égales entr’elles, quelque soit l’exposant n, et égales à —. 

GG. 
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n 

66. L’intégrale fi m ~ l é—* dt revient à la quadrature du cercle , toute» 

771 1 n ® 7JZ ^ <^r 

les fois que — = —. On aura généralement J t m ~ l t — 1 dt z=z —Fai¬ 
sant ici m — i j on en tire le résultat remarquable f e— u d t — \ \/ tf. Ainsi 
Vintégrale de e~ u dt , prise depuis t = o jusqu'à t infini , est égalé à la moitié 
de la racine quarrée du rapport du diamètre à la circonférence. 

67. La réduction de l’intégral eft m —i e —t dt à la quadrature du cercle 

a encore lieu , lorsque — -j-r P »' P étant un nombre entier quelcon¬ 

que, positif ou négatif. Par cette supposition, n prendra la forme —■ - e t 

1 H- « p’ 
1P T * ; 


2 P n 


Fki- 


on aura généralement l’intégrale de t m — 1 e— 1 dt égale à - 

n ~pi.y' 7r 

sant 772 = 1, l’intégrale de e— 1 dt se trouvera généralement égale à -■ ^ + i —, 


toutes les fois que l’exposant n est de la forme 

tin 


u u J 
0’ - ' 


1 + .* P 

68 . L’intégrale J t hm — « *—* d t est égale à l’intégrale e—” dt, 

divisée par h. Ainsi chaque intégrale ft m — 1 e — ( d t , dont les exposants 
772, 72, ont une valeur déterminée ^servira à en trouver Une; infinité d’autres. 
Cela est trop simple pour avoir besoin d’exemples. 

6g. Étant donnée l’intégrale Je — 1 dt, on trouve celle de ft'n—'e — *’ 1 d t 

. . 771— t 

par une règle assez facile, toutes les fois que —— est un nombre entier, posi¬ 
tif ou négatif, tel que p. Car la première intégrale étant égale à 1 1 : * / ', l’autre à 
1 m : « h . m ? ce H e _ c i sera donc égale à la première, multipliée par 


1 m — 1 


1 m: n /t 
777 . 1 n I 1 * 


Or, la faculté l min II ou 1 
, P II 


* pouvant être dévéloppée en î « :n /1 

(T+or = (t+o.g;- - 

fractiondeviendra1 . — + 2-.-— — 1. Ainsi l’inté- 

72 72 72 72 

grale/V"-; *“ r dt sera égale à l’intégrale fe~" d t , multipliée par la 
faculté 1 j et divisée par la puissance n > 


I 
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70. Faisant l'application de ce théorème au cas de 72= 2 5 en aura 

ff e~“ dt = 

ft' e~" dt = 

/<* e~" dt = 

J t> e-" dt == LliZl/a-; 

32 

et en général f t * m e — ft dt rrr I '~ >m ~ - j/ar. 

n 

71. Fa même règle s'étend à lintégrale de/—"* — 1 e — 1 dt. Ici m dé¬ 

ni -V- 1 m + i -irj 

venant négatif, on aura p •= --— ; et taisant —-—~q , il taudra met¬ 

tre dans la formule précédente — q à la place de p. La faculté l — 7 In pas¬ 
sant au dénominateur, elle y deviendra (1—fl) 7 7 ~", ce qui se réduit à 
(t —qn)t In = (— rri)l ln ou enfin à ± m 7 7 — ", en employant les différen- 

n 

ces positives. L’intégrale proposée sera donc égale à celle de d t , mul¬ 

tipliée par ± et divisée par m 7 7 -"; le signe pfo* se rapportant aux 
exposants pairs , le signe moins aux exposants impairs. 

7?. Passant encore au cas de n= 2, on trouvera 
/*” * C-" dt ■=. — F x 5T ; 

/<- 4 e dt — + \ V v; 

f‘~ 6 e-“ dt =z — tjfy’ 

ft -» f-» = + Lklj,- 

J 5. i. 7 

c/c. c/c. c/c. 

n 

7! I/intégrale J1 m — 1 e~ l t dt est essentiellement la même que 
r t -m— 1 e —/ f//,* seulement elle est affectée d’un signe contraire. lien est 

J n n 

de même des deux intégrales f trn ~~ y e —1:/ dt e ~ î dt. 

n 

Mais chacune des deux dernières diffère essentiellement dt. 
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^ J 

Pour en sentir la différence, supposons ni ra: 1, et examinons l'intégrale 

n 

Je~ 1:1 4 1. Elle sera égale à la faculté i —»• :n / Cette faculté passe au 
dénominateur ; elle y devient o 1 : n :r . Il ne faut pas croire que cette 
derniere faculté soit -égale à zéro i elle ne s'évanouit que dans le cas d’un. 

exposant entier ; pour un exposant fractionnaire elle se réduit à nI \ 

ce qui revient à (n — r) 1 ! « In , divisé par n 1 On aura donc i -n»/*, 

de même que l’intégrale qui lui équivaut Je — 1 ! < d t, égale à n l: ", divisé 
par la faculté ( n — i) i: n 1 n . 

71 * Appliquons encore ce théorème au cas n = 2 , et cherchons la valeur 
de l’intégrale Je — l: lt du Elle se trouvera égale à |/ 2 , divisé par la faculté 

1 1 : a 1 *. Nous avons déjà évalué cette faculté ; nous l’avons trouvé 

\/ TV 

Ainsi l’intégrale Je~ I:tt di deviendra égale à l / tv\ et telle doit être aussi 
la valeur de la faculté î—i-a/». Elle l’est en effet; car elle se réduit à 

i_ ^ j i 

1* V 1 ; dont le dévéloppement donne î Iij/l ( 1 “f* U ~ 1 7l ; ce qui 

revient à 1 11 2 II , divisé par (f) 1 1 j ou bien j multiplié par 3. On aura 

donc, comme ci-dessus , 1 -7 1 : * 71 == 1/ tt. 

REMARQUÉ. 

7 5 . Dans le peu d’exemples allégués nous nous sommes bornés aux cas où 

n 

l’intégrale Jt m ~ l e— 1 dt étoit un nombre rationnel, et à ceux où cette 
même intégrale se réduisoit a la quadrature du cercle. Nous répétons ce que 
nous avons dit en 8. C’est une des opérations les plus simples de l’analyse, 
d’évaluer numériquement une faculté quelconque, quelque exposant qu'elle 
puisse avoir, positif ou négatif, entier ou fractionnaire , rationnel ou irra¬ 
tionnel. Un problème réduit une fois à l’évaluation numérique de quelque 
faculté, doit être regardé comme aussi facilement et aussi complètement 
résolu , que s’il dépendoit de l’extraction de quelque racine cubique. C’est 
ce que nous verrons dans la suite de cet ouvrage. Ayant réduit ainsi les 

intégrales de 1 e— « dt dans le cas de t infini, nous passerons à un 
autre genre de fonctions transcendantes, qui se réduisent également à l’éva¬ 
luation des facultés. 

I « 


6 $ 
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THÉOREM B. 


76. L'intégrale de x* 5 - 1 V — * r ) d x > cfcpuzs x = 0 jusqu'à x = I , 

es/ egafeà la faculté r r , divisée par la faculté 5 " 4 -i i'. 

démonstration. 

77. Prenons l’équation du théorème IV•’ divisons la de part et d’autre par 
yl—r,* et faisons A = 5 + r mettons de plus n à la place de nous au- 

ro „ s T "’ r — 1 - n - 4 - na/ ~' - n3/ ~' , 4- etc. Cette 

B n + lIr £ 5 +r 1. 8 (5 + ar) 1.2.3(5+3 r) 

dernière suite n’est en effet que le dévéloppement de l’intégrale 

n 

J x B — \ (!_x r ) dx, prise depuis x = o jusqu a x == 1. Donc etc. etc. 
PROBLEME. 

78. Déterminer la valeur de l'intégrale de x B ~ 1 (1 — x x) "-O : *). 

SOLUTION. 

79. Ayant ici r=Q , e t n — J au lieu de n, la formule donnera immédia¬ 
tement Q ”~ (l : 2) 7a - pour valeur de l’intégrale. La faculté du numérateur 

B n-t-(i: a) 7 a 1 

se réduit à 1 ” 7 *— = ——celle du dénominateur devient 5 i: * 7 * 

1 I : a /a [/ 1 

ainsi l'intégrale prendra la forme (g+ j+ J- (/T 

Comme n est un nombre entier, il ne reste que B lîa 7a qu’il faudra ré¬ 
duire. La proposition q 6 nous apprend à distinguer les deux cas, de B im¬ 
pair, et de B pair. Pour le premier, l’intégrale J x a h ( l — x x) n —( ,:9 ) d x 

devient éeale à ——-—-— --- r .-Dans 1 autre , on aura 

6 * hl * (a+aA)*/« 2 

fx th + 1 (i -xx)n-(.‘ >>dx égal à 3 A/ ’ ^3^2 

PROBLEME. 

8 0. Déterminer la valeur de Vintegrale de —^ ^ 

SOLUTION. 

81. Il n’y a qu’à supposer'n négatif. Il faudra encore distinguer les deux 
cas de B — 1 P a i r ? et de 1 impair. On trouvera pour la solution du 


DES FACULTÉS NUMÉRIQUES. 6g 

premier - + i («*-«» + .) ^ ^ La solution de 

premier , ; ^ h 1 2 1 «/a q 

fx* h + l dx a A7a (Q A—qt 2+3)" 7 * 
l’autre sera renfermee dans la formule ^^^ 7 ^ — -3 /*/ 2 x n/1 

Le signe p/ws a lieu, lorsque n est un nombre pair ; le signe minus répond 


a n impair. 


PROBLEME. 


j s — 1 (/ x 

8 a. Essayons encore noire formule générale , sur Vintegrale de ^_ xi: 

SOLUTION. 

83 . On tirera de la formule donnée en 76, après avoir multiplié son 

! — 5 n I 1 

numérateur et son dénominateur par n n , premièrement , ^ n-)-1)--g» A * 

ensuite, faisant passer les facultés du numérateur au dénominateifr, et réci¬ 
proquement , ^ B n j__ - ; enfin , substituant une différence positive à la 

négative , _ — -On sait par le théorème énoncé en 20, que 

6 B(i — Bri ) Bnl1 

1 Bn 11 est équivalent à ~ ng ' On en conclurra que l’inté- 

(1 — Bn) B n 11 Sin.Bnvr 


grale proposée f X - est égale à si "" Bn _ 

I d x 

c$3 particulier, l’égalité suivante : J ^ i;/î y 


-. On en tirera comme 


REMARQUE. 

84. C’est à ce très-petit nombre de propositions fondamentales, que se 
réduisent les deux immenses chapitres de Euler , de valoribus integralium quos 
certis tantum casibus recipiunt , et, de evolutione integraliumper producta infinita. 
Il s’est donné la peine de rassembler un très-grand nombre de théorèmes, 
concernant ces produites et ces intégrales ; et cependant il s’en faut de beau¬ 
coup qu’il ait épuisé ce que renferme la seule formule que nous avons 
énoncé en 76. On pourroit augmenter à volonté le nombre de ces théorèmes; 
mais il n’en vaut P as la peine. Au reste , pressé par l’objet principal de cet 
ouvrage , j’avertis que je terminerai ici la première partie de ce chapitre, 
concernant l’usage qu’on peut faire des facultés à exposant fractionnaire, 
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et li nécessité de les introduire, quoiqu’il s’en faille de beaucoup cepen¬ 
dant , que nous l’ayons épuisé. Je me reserve de dévélopper cette matière 
dans un autre ouvrage, avec tout le détail du à la nouveauté du sujet, et 
à son importance dans les applications de l’analyse ; et je passerai à la se¬ 
conde partie , ayant pour objet 1 évaluation d’une faculté quelconque pro¬ 
posée par des séries convergentes à volonté. 

85. Étant donnée la suite des nombres naturels , depuis 1. 2. 3.... jusqu’à 
ni indusivtment , je déclare que je désignerai dorénavant 

par mj 1 , la somme de ces nombres ; 

par 7 nJ 2, la somme de Leurs produits de deux à deux\ 

par ni J 3 ^ la somme de leurs produits de trois à trois ; • 

par ni J 4, la somme de leurs produits de quatre à quatre; 

et généralement : 

par mjn, la somme de leurs produits de n à n. 

86. Conformément à cette notation , la faculté a m * r pourra être réprésen¬ 
tée par la série a m + mji , a m ~ 1 r -\-mjQ , a m ~* r*-{- m J3, -\-etc. 

Si cette faculté a pour exposant un nombre entier et positif quelconque , 
cette série sera finie, ayant pour dernier terme mj(m — 1) , ar ,n — ». Dans 
tous les autres cas , la série sera infinie ; mais la méthode que nous ensei¬ 
gnerons , de la rendre convergente à volonté dans tous les cas, la rendra 
tout aussi facile à manier, que si l’exposant étoit entier et positif. 

87. Les coëfficiens mjm , m J {m-\- 1), m J {pi -f- 2) etc. seront tous égaux 
à zéro; et en général on aura mjn — o , aussitôt que tz — m sera, ou égale à 
zéro , ou égale à un nombre entier quelconque. Il n’en est pas de même 

vrr , • , , r d.mJm d.mJ(m+i) d . mJ(m-\- 2 ) 

de leurs rapports ditierentiels ; les fractions — -,---—-, --- rtc 

rr dm dm dm 

auront des valeurs très-assignables , et que nous enseignerons dans la suite 

de ce chapitre. Quant à mjo, ce coefficient sera égal à l’unité. 

88. De ce .que a m + l Ir (a-j-mr) a mlr , il s’ensuit que 

(m -f- ») J 1 = m J 1 -f- m,* 

[m -f- 1) J 2 =. 77i J 2 m, m J 1 ; * 

(m -f- 1 ) J 3 = m J 3 -j- m, m J 2 ,* 

et en général.. [rn -j- 0 J 71 — : m J n -f- tti, mj (/z—-î). 

89. Pour abréger mes formules , je supposerai la base de la faculté, de 

même que sa différence égale à l’unité. On aura donc 1 = 1 -f- mj r-J_ 

m J 2 -\-mJ 3 -f- etc. Le lecteur y suppléera facilement, en remplaçant 
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l’unité, facteur commun de tous les termes, par les puissances convenables 
de a et de r. Le coefficient général mjn appartiendra toujours k a m — n r n . 
Et ainsi des autres. 

90. Comme il est très-nécessaire, de connoître la suite de'ces coëfficiens 
au moins pour les dix premières facultés , nous les mettrons ici ; 

1’ II == 1 ; 

>’ 71 = J + 1 ; 

13 /i = 1-)- 3 + s ; 

j 4 /i~ î-f- 6+ 11—f— 6; 

l 15 / 1 — 1 —p 1 o— 35 —f— 5 o-f- 24 ; 

16/1— ,+ ,,+ 85 -j- 2a5-|- Q71+ 120; 

17 /* = 1 + 21+175 + 7 ^ 5 + 1624+ 1764+ 720; 

18 /• — 1 +28+322+1960+ 6769+ 13132+ 13068+ 5°4 s0 ; 

1 9 I' z=. 1+36+546+4536+22449+ 67284+118124+ 109584+ 40320; 

jto/i — 1-1-45+870+9450+63273+269325+723680+1172700+ 1026576 

+362880. 

PROBLEME. 

91. Etant donné Vexposant de la faculté, m , et Vexposant du terme de la série 
n, déterminer le coefficient mjn , indépendamment des coëfficiens précédents 
m J («—1) , mj {n — 2) etc. Pour résoudre ce problème , il faut recourir à 
l’analyse combinatoire ; elle nous en fournit deux solutions différentes. 

PREMIERE SOLUTION. 

92. Prenez l’équation indéterminée q-\- 2 r + 3 /+ 4 t + etc. — n. Rassem¬ 
blez en toutes les solutions qu’elle admet en nombres entiers et positifs. 
Ayant désigné n + q + r+ /+ / + etc. par A , calculez pour chacune de 

. m * ? — 1 

ces solutions la valeur du produit —-7-—-——7-— -. La 

1 Jÿ/iir/i!*/! ttc% «2? 3 ' 4 ' etc. 

somme de tous ces produits sera égale au coefficient demandé mjn. 

9-3. On demande le coefficient du terme r 5 de la faculté 1 * I r , ou S J 5 . Je 

prends l’équation <7 + 2 r + 3 J + 4 / + 5 m:=i :5 , qui me fournit sept solutions 

différentes, savoir: 

q r „ s « / „ u . .. A 
5 n» O „ O „ o „ 0 ... ! o 

3 w i»o**o v o ... 9 


\ 


\ 
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o i* o o n o « i ... 6. 

Les deux premiers produits s’évanouiront, parce que pour ces deux produits 
A est plus grand que m . La somme des cinq autres sera 8. 7. 6. 5. 4. 3 

__|_ -f- Cela donne pour coefficient demandé 

i3i 32 ; et tel est précisément celui de la table. 

SECONDE SOLUTION. 

g4. Ayant rassemblé toutes les différentes combinaisons des lettres q, r, 
s t u etc. en nombres entiers et positifs , qui épuisent l’équation indéter¬ 
minée g+2r+3/’+4* + 5 “ 4 - etc. = n , on calculera pour chacune 

_ . (m — n )* 11 , . 

d’elles le produit -;-7-—77-- s ~ 7 ~, la suite 2:6:24:120 

U ciii-o 1 r 1 y/ij/-/i 1 s/l Q 7 0 r - 24 s 1 20 ' CtC. 

etc. étant connue pour être la série hypergéométrique des nombres natu¬ 
rels. On affectera du signe plus les produits pour lesquels A est pair; on 
donnera le signe moins à ceux qui ont un A impair ; l’excès des premiers 
guj. jgg seconds sera égal au coefficient demande. 

95. Proposons le même exemple , savoir 8 J 5 ; ayant m =: 8, n= 5 . Les sept 
produits, dont aucun ne s’évanouira alors, auront tous pour facteur com¬ 
mun la faculté 3. 4. 5 . 6. 7.8 ; elle se trouvera multipliée par la somme des 

9 , io.n.18 9.10.11 ( 9.10 ) 9. 10 9 _ 9 _j_ _l_ . ^ 

fractions 5^ 6.6.8 ‘”8.24 1 4. 36 2. i«o 6. 24 720’ ^ Ui 

donne pour coefficient demandé i 3 i 32 , comme auparavant. 

R E M A R Q U E. 

96. J’ai proposé ces deux solutions en forme de lemme ; je serai obligé 
d’en agir de même avec la plus grande partie des théorèmes qui suivront, 
■pour ne pas grossir le volume mal-à-propos , et me détourner de l’objet 
principal que je me propose. J’ai donné la démonstration de l’un dans un 
ouvrage publié par Charles Frédéric Hindenburg , professeur de physique à l’uni¬ 
versité de Leipsic, ayant pour titre : Le théorème polynomial , le plus important de 
toute Vanalyse , etc. etc. La démonstration de l’autre n’est encore publiée nulle 
part : elle existe dans les mémoires que j’ai envoyés à ce géomètre, et qu’il 
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aura soin de faire imprimer dans ses archives mathématiques. Il est remar¬ 
quable que les deux solutions , quoique très-différentes en apparence, don¬ 
nent pourtant le même résultat. Nous en verrons bientôt la raison. 

définition. 

g 7 . Je donnerai le nom d’aggregat combinatoire, ou simplement daggre- 
cat, à cette espèce particulière d’intégrales, qui dépendent de la solution 
complette de quelque équation indéterminée, et qu’il me semble très- 
nécessaire d’introduire dans l’analyse. Un aggregat quelconque suppose, 
premièrement , une et quelques fois deux équations indéterminées, a un 
nombre indéfini d’inconnues; qui ordinairement est du premier degré, et 
ui ne peut admettre qu’un nombre déterminé de solutions différentes, en 
valeurs entières et positives. Secondement, une quantité ordinairement algé¬ 
brique , qui est fonction de toutes ces inconnues à la fois. Substituant 
dans cette fonction, à la place des inconnues qu’elle renferme , les différons 
nombres entiers et positifs que la solution complette de 1 équation indéter¬ 
minée a fait découvrir, et ajoutant en une seule somme les valeurs parti¬ 
culières que cette fonction en reçoit, on aura ce que j’appelle aggregat 
combinatoire. Je lui consacrerai particulièrement la lettre majuscule latine A, 
Cela étant, l’on comprend ce que veut dire l’énoncé suivant. 

théorème. 

q8. ü équation indéterminée étant q + Q r + 3 /+ 4 t + etc. = n , et A de- 
signant la somme n + q + r +/+ <+ « c -j ™ aura 

mjn = ,|/i n/' 1 J~ï~ l Tic. 2? 3 ' 4/ itc. ’ 

Â r (m — ri) y. 1 ' __ 

mjn çYi 11 L iJ 11 etc. V 6 r l\f etc. 

THÉORÈME. 

on Le nombre de solutions differentes en valeurs entières et positives , qu admet 
• Vexation indéterminée q + « r+ 3/+ 4 * ■+*• = » - W «“ coefficient du 
terme X" dans la série, qui résulte de la division de V unité par le produit infini 
a_z) (i-x 1 ) (i — æ 3 )(i — a: 4 ) etc. Cette série est égale a i +* + + 

\ x s _j_ 5 x* + 7i’ + il x 6 + i5 a; 7 + aai 8 + 3°* 5 + « J 6l “ + 

* xoi a' 3 + i35x'«+i76x>'4-23ia; ,, -|-'297 * ,7 + 3 8 5x ,8 4-49 0 * ,! ’+ 

6a7 *“+79* 1002 x is -j— îa 5 o x I3 -(- 1570 x ' 4 + rtc. 
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100. Ce théorème nous oblige d’abréger de beaucoup les deux solutions 
que nous venons d’enseigner ; à moins qu’on ne veuille calculer 42 termes 
différens , pour trouver le coefficient m J 10 ; et jusqu’à 1570 termes , pour 
trouver le coefficient m J 24 , dans quelque cas particulier. Ce seroit le tra¬ 
vail d’une année au moins. Nous y parviendrons de la manière suivante. 

101. On voit par l’équation q + 2 r+ 3 J + 4 / + etc. = * , que l’exposant 
A , égal à n-\-q -J- r-f-/+ 1 4“ etc - doit être nécessairement compris entre 

les limites n 1 et a n. Ainsi la faculté m* 1 *, qui sert de numérateur au 

terme général du premier aggrégat, doit nécessairement se trouver entre les 

t n-PiJ — 1 2 n I — 1 » 7 i 

limites m et m . De même la faculté (m — 72) qui sert 

de numérateur au terme general du secoqd aggrégat, doit se trouver entre, 
les limites Çm — n) et (m —7 z) 2 " * ». D’où il faut conclurre , que le 

coefficient demandé m J n doit être égal à A'. -[- N". n? ” 4 -a 7—1 | 

N'". 772 ”^3 l- lJ r .+ N N . m* n I- 1 , conformément au premier 

aggrégat ; et que d’après le second , ce même coefficient doit être égal à 

A'. (m — 72) n + 1 1 1 — À T// . (772 — n) nh b 3 -f N'", {m— n) n *b 3 /r___j_ 

N N (772—72) 2 ” 11 : les coëfficiens des deux séries A', A", A'" etc. ne ren¬ 
fermant plus l’exposant de la faculté m -, et se trouvant fonctions de n seul. 

102. On peut donner au coefficient général m J n les deux formes 
suivantes. On aura , conformément au premier aggrégat, mjn - 

N1 + .Tirs — n ^ + 


1. 2. 3 . 


r. 2 * 3 .n +3 


etc. Et conformément au second il y aura j±mjn = 


m — n. m —n 4-1.... m 


m -77.771-71-4-1. ...772-4-1 , 771- Tl. 771 - 73 4 - 1 .... 77? 4- 2 „ 

---V- A a -4 - À T 3 • 

I- 2 . 3.711*2 1 1. 2. ;. 71 -pj 


les coefficients partieîs A T i, AT 2 , A 3 e/c. seront des nombres indépendants 
de l’exposant m, absolus et entiers , tandis que les coefficients A', A T// , 
A^ eussent été fractionnaires. La loi que suivent ces nouveaux coeffi¬ 

cients , est extrêmement simple ; on en jugera par les formules suivantes. 
ao 3 . La forme du premier de nos deux aggrégats combinatoires donne 


m, m — 1 

mji =: --d 1 ,* 

». 2 

. m ... 772 — 2 . 771... W—3 

m - /a = -rr^T- 5, + VTxr ZÎ,; 
= "ci+^ CJ +: 

1. 2. 4 1 *• 2 < 3 4 5 ** j 



des facultés numériques. 

etc. etc. et on aura pour la détermination des coefficients A \ ; B 1 , B 
Ci, C 2 , C 3 e/c. les équations très-simples : 

yl i = 1 ; 


B 1 = 2 i 1 = 2 ; 
— 3^4 1 = 3 ; 


C 1 .= 

3 Bi z= 

6; 

C2 = 

4 (£ 1 -{- £ q) — 

20 : 

C 3 — 

3 £ q — 

1 3 ,* 

2 ) i = 

4 C 1 =£=: 

24; 

2)2 = 

3 (Cl + C 4 ) == 

i3o ,• 

D 3 — 

6 (Cj + C3 ) = 

210 ; 

Z) 4 = 

7 (C3) . 1= 

10 5 5 

El = 

3 D 1 = 

120; 

E 2 •= 

6 (Di + Di) — 

9=4 5 

£3 = 

7 (2)2 + F> 3 ) = 

q 3 80; 

£4 = 

8 (D3 + r»4) = 

2520 ; 

£5 = 

9 2) 4 

94a , 

Fi = 

6 E 1 = 

720 ; 

£2 = 

7 (£ 1 -{- £ 2) = 

73 0.8 ; 

F 3 = 

8 (£2 + £ 3) = 

26432 ; 

£4 = 

9 (^ 3 + £ 4) = 

44 100 ; 

F 5 = 

10 (£4 "4” F 3 ) — 

34650 ; 

F 6 = 

11 £5 == 

0. 

03 
O 
' Or» 

■>»» 

Ci = 

■ifi = 

5040 ; 

Cq — 

8 (F 1 + Fa) — 

64Q24; 

G 3 = 

9 (F, + F 3) = 

3o366o; 

G 4 = 

10 {F3 + F4) = 

.705320 ; 

G 5 fct= 

11 (F 4 + = 

866g56 ; 

G6 — 

12 (£5 + £6) = 

540340; 

C 7 = 

r3 £6 — 

>35135. 


104. La forme du second des deux aggrég^ts çombinatoires donne 

K 3 
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I y ® 1< W i 

4-772/ in-Ali 

k I. 3 . 

_ m—3... m „ m —2 

— 772 / 2 =--— 211—-5- -d 2 ,* 

1 . 2.3 i.a. 3.4 

m — 3 ... m m— 3 ....m-H . m— 3 ,...m+a 

4-m/3=- 3 —Cl---Ca4- 5 —■— C3 } 

1. ?. 3 . 4 !. 3 . 4. ç 2. 3. 3.4. 5 . 6 


_ m— 4.,. m ^ 

—mJ 4=--— Di 

1 . 2 .3. 4.5 


;. 7 . - 3 - 4 . 5 . - 6 ga +° 4; 


1.2.3.4.5 1.2.3.4. 5 . 6 ‘ ».a. 3 .4.5.6*7 1.2.3.4.Ç,6.7.8 

tic . e/c. Les coefficients A 1 ,* B 1 , B 7 ; Ci, C 2 , C 3 etc. suivront encore 
la loi très-simple qui suit: 
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<?>= F ‘= 

G a = 8 Fi + a Fl = «46; 

Gj = g F* + 3 F3 = C8 ^ 5 ’ 

04 = 10^3 + 4^4 = 56 9 8 °* 

G 3 = u F 4 + 4^5 = 19 05 ? 5 » 

06 = il F 5 + 6F6 = 27 02 7° 5 

(?7 =s i 3 F 6 = i 3 5l 3 5 * 

— m I r 

. » , Ici nous aurons 

io 5 . Venons aux facultés à exposan négatif, . .J* , j e(c . ; 0 n 

àfai r iotc r-°^-= n :+' ’ - Æ 3 ’-t eïc - 

aura don ^ dans Vexposant de la faculté ; elle devtent néces- 

^rzfTcïL-», u »... » « p.'p.u‘- - 

en 88, prennent à présent la forme suivante . 

(—m) J i = (-m + 0 F+ B > 

(—m) J* — (—m +1) Ji + m. (— m ) Jli 
(_m) JS — (-m+i) J 3 + m, 
et généralement (-m) Jn = (-» + ») Jn + m ’ ( ~ m) J(fl ' )- 

,06. Moyennant cette formule on a dressé la liste des dix première, 
facultés à exposant négatif, que nous allons transcrire. 

j J_ r -Lr*+r 3 +r*+r'+r 5 +r 7 +r 8 + etc. 

_ , Ir _ i 3 r j_j r -_l-i 5 r 3 +3i r’+63 r 3 +i2 7 r 6 +a55 r+nr + f<c - 

3 / p =i + G r+- ,5 r 1 + 90 r’ + 3oi r» + 966 r 3 + 3ol5 r 6 + 9 33o r 7 +«c. 

4 Ir 7 4 +777or'+3 4 io 5 r‘+i4575or+«c. 

5/r = ,+i3r+i4or 2 + io5ori + 6 9 5ir» + 42525f , + 24673or + etc. 
6/r =1+2ir+ 266r+ 2646 r 3 +2*827 i*+*nt *1 r'+ 13*3652 r j-rtc. 
j ir —i-)_a8 r+ 462 r*+ 58Sor 3 + 63tj8 7 1^+627396r'+i 7 i34^r+«c. 
1- s ir =1 l36r+75or=+ii88or 3 +i59o^r8+.8 99 6 .*r8+*o9,*32°r +ffc. 
^ 1, = |Xj 5r+n53r’ + 22275 r 3 + 35g5o2 r8 + 5135130^ + etc. 

.0 ir =x l55 r+i705 r’ + 39325r 3 +7527i2r»+ 12662650 r 3 + etc. 


,07. On voit bien par cette table, que les coëfficiens des facu tes a expo- 
ssnt entier et négatif, ne sont autre chose que les différences premières , 
secondes, troisièmes, quatrièmes etc. des puissances des nombres naturels. 
Le problème suivant nous en dira la raison. 
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P- R 3 BLE M E. 

m fr 

10S. La faculté à exposant négatif, i , qui se réduit par la division à 

r ^ mI _T 5 et <l ui P ar ^n$equent est identique avec 1 , divisé par 

0 -m r) (1- mr + r) (i -m r -f- Q ;•).(i - r) devant être décomposée en 

fractions simples, telles que •——— - L -——r -f--^— r —.-L i éVL 

i—mr i~m-\-r î-mr'-f 5 r ‘ i — r 

on demande la loi des numérateurs A , B , C etc/ 

: , > ■ . /_ 

SOLUTION. 

, . . * ■ ' ■ 

log. En suivant les principes démontrés depuis longtéms, on trouvera 

m — v I \ m — i 

1 A -—j— 772 , 

1 B——— (m-l) ; 

, 772 — l~ m — 2 m—-1 

1 Cs: + 2 <”-»). > 

m —l/l m — — Q'. m —3 m~i 

i D= --(ri,- 3 ) , 


et pour dernier terme i • ÀI=z s. 

no. Le coefficient que nous cherchons. (*- rn) Jn n’étant autre chose que 

R . —Tjil r 

le coefficient de r dans le développement delà faculté 1 , on aura donc 

m— i 4 -*i m —j m—t-f-n m —1.772-—2 m—jfn 

■(—m) J n égal a la sérié m (m-i) + " 2 (m-a) ~ 

777* -t 1 • 772 —- 2. 'm - 3 ^ m-M-« W-l/i 

* ' 1. €/r.divisé^ par 1 au i. * 3.... f m~ 1. 

172 —— 1 172 —- 1 fi 

• Enfin, cette série .n’étant évidemment autre chose que A m 
on parviendra» au théorème suivant : Le coefficient , général (—m) J n est égal 

r . 1 + * ’ j.. . „ r r pf . "*r~ I il 

à A ™ • divise par 1. 5. 3.. m-i ok i Voyons les 

^.particuliers: 

(__ .]) /* == 1 i 

(— a c) //z = A 2 n + 1 } - 

(- 3) In = A A 3 *+« ; 3 ^ etq. ftç. 
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111. Je dois avertir ici qué sous A y je n’entends]pas , comme on fait or¬ 
dinairement , l’excès de la fonction suivante y' sur y ; mais l’excès de la 
fonction même y sur celle qui précède immédiatement y. J’aurai donc 
A y = y. — 'y; 

A A y — y — a.'y+"y{ 

3 y y —J —3 "'y , 

et pour les ordres négatifs, A ” 1 y — y 4 - 'y "y~\~ 'y " 4 “ etc. — ^ y 9 * 

A 2 y = jfjt- «-V + 5 -Vj- 4. // ]y + ^. = X*3?,‘ 

A“ 3 y — 3? —|- 3 .37 —|— 6.'5;—(— 1 o.^ —j— etc.— X 3 ?; 
etc. etc. Il résulte de cette notation l’avantage réel , que les sommes de tous 
les qrdres, telles que Xy, X 2 y , X 3 y etc. se termineront constamment 
dans mes formules au terme même y , qui est supposé le dernier. 

j 

11 2. Au reste, les coëfficiens (— m) J n , pourront encore être regardés 
comme aggrégats combinatoires , de même que mjn , avec les modifications 
que la supposition d’un exposant négatif entraine nécessairement. On aura 

x I X 

N T A , m _. 

(— m ) J n - A III 777 //i <i r / e t c . 5 

1 1 1 etc. q 3 4 

f w _ a , _ (m+n) _. 

et (— m) Jn - yi 4 “ ç j t TTi ~i\ q r f 9 

111 etc. q 6 24 etc. 

l’équation indéterminée étant toujours q -f- 2 r + 3/4“ etc. == 71 ? et A dé¬ 
signant encore la somme ?z—[— <7 -j- r-f- /+ * 4~ etc. 

11 3 . Quant aux deux séries rapportées en 101, et dont il faut se servir 
toutes les fois qu’il est question de déterminer le coefficient (— ni)Jn , in¬ 
dépendamment des tenues précédens, elles prendront , dans le cas d’un m 

n+1/1 

négatif, la forme suivante. La première deviendra : + (—m) Jn=zN'.m 
72 4- a / i 72+3/1 

A", m . -j- N'", m — etc. cette série regarde les coëfficiens par- 

71 + » 1—1 

tiels donnés en io 3 . L’autre donnera (—m)Jn = N'. (m-J-rc) 4 ~ 

72 -f-a/- 1 72+3 J - 1 

2 V". (m + n) -f- N"'. (m-f- n) + etc.; et dans le calcul de 

cette série il faut employer les valeurs des coëfficiens, calculées en 104. 

114. Supposant ?» — 10 , on demande le coefficient (—m J 6. Les coëffi¬ 
ciens de 103 donnent 10.11. 12 . i 3 . 14. 15. J.6, multiplié par la somme des 
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1 , 5Q. 17 5q.17.18 , 7.17.18.19_i7.iS.rg.Q0_ u i7.i8.ig.^0.aj_ 

fractions -+ 2 .3»5^" s‘ 3 1 2.3.4.6.8 2.4.6.8.10.1» 

Par la table de 104 on aura ce même coefficient égal à 16. i 5 . 14.13. 12. 11. 10, 
multiplié par la somme des fractions 2 ~+ 

9 - 8 - 7 - 1 9 - 8. 7 - 6 , q» 8. 7. 6. 5 . L’une et l’autre des deux formules 
2 7 3 6.2.4.6.8 2.4.6.8.10.12 

donne par un calcul qui n’est pas trop long, J 9 3 75499 ° P our le coefficient 
demandé ; précisément tel qu’il se trouve dans la table de 106. 

L E M M E I. 

p ç r S 

lir. Le coefficient du terme A B C D etc. de la puissance indéter- 

J mh 

minée d’infinitinome ( A-^-B-^-Ç-^-D-^etc .) est égal à ~JJ\ fjT'rh fh • 

1111 etc. 

m—pI —1 

. ,, pi 1 s m 

Ou bien , en divisant de part et d autre par 1 , a — / t rJi / f [ -. 

1 ‘ 1 1 etc. etc. 

L’exposant m est partout égal à la somme des exposants p-\- q etc. ; 

m 

et la puissance d’infini tinome (A + B + C + D+ etc.) elle-même est un 

m ~p / - 1 / V v n r M 
, , , m A B C etc. 

acrgrégat combinatoire, ayant pour terme general — -^T\ 7 i i / / 1 » 

111 etc. 

les inconnues p , q , r, / etc. étant données par l’équation indéterminée 
p-\-q r-f/ + etc - = m * 

L E M M E 11 . 

u6. Le coefficient du terme x de la puissance d infinitinome 

u d y $ m . 

, aX bx -\- c x dx -f- est un a gg ré § at combinatoire , ayant 

P .7 r f mil 

, a b c d etc. 1 , . „ , 

pour terme général —fl JTT~^TiT~rri ’ expression dans laquelle les 
r 1 1 1 1 etc. 

inconnues p, q , r, / etc. sont données parles deux équations indéterminées ; 
p + q + r + / + etc. = m; 
&P+& ( l-{-V rJ C$f J rctc. = n. 
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117. Le polynôme a x-f- bx 3 -(- c x 4 -f- d x 7 étant supposé élevé à ta cinquième 
puissance , on demande le coefficient du terme X 14 ? On aura le* deux équa¬ 
tions indéterminées: 

p q -\- r -f- / = 5 ,* 

P + 3^ + 4^+7/= H* 

d’où l’on tire la troisième 2 q + 3 r 6/=r g. Cette équation n’admettant 
en tout que trois solutions en nombres entiers et positifs, on n’aura que 
trois combinaisons différentes, savoir: 

p » q n r » f 

1 3 „ 1 „ o 

2 ... o 3 »* o 

3 « O 11 1 w !• 

Ces valeurs étant substituées dans le terme général de 116 f on trouvera le 
coefficient demandé égal à 20 a b 3 c-[- 10 a 1 c 3 -f- 20 a 3 cd. 

n 

118. Le coefficient du terme x dans la puissance d’infinitinome 

m 

(1 -f- £x -|- cx a -f- ^ 3:5 "f* etc ') est l’aggrégat combinatoire, ayant pour terme 
q r f 1 

, , . . _ . b c d etc.m 

general la fonction - g/l rI ~—yyq-, et pour équation indéterminée 

111 etc. 

q- f- 2 r + 3 / + etc. =zn; la lettre p désignant de plus la somme des incon¬ 
nues dans chaque combinaison, <? + r-f-/-f- etc. 


11g. Il est surtout deux infini tinomes, qui méritent une attention parti¬ 
culière , par l’application heureuse qu’on peut faire du théorème précédent, 
pour déterminer leurs différentes puissances. L’un des deux est l’infiniti- 

nome 1 + — 4 * — + — + etc • = ~ Log. —-— ,• je le désignerai par P. 

2 3 4 XI -X o jt 


L’autre e9t l’infinitinome i-f- —— 


2. 3 2J.4 2. 3 . 4. 3 


~f" etc. 


désignerai par Q. Cela étant, je crois pouvoir avancer sans aucune dé¬ 
monstration ultérieure , les quatre théorèmes qui suivent: ils sont fondés 


sur le rapport très-naturel qui se trouve entre le coefficient du terme r 

dans le développement de la faculté 1 , et le coefficient du terme x 

dans le développement des deux puissances P m , Q m i l’un et l’autre se 

L 
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trouvant être un aggrégat combinatoire 3 ayant pour dénominateur commun 

l’un des deux produits suivants : 

9 1 1 r 11 S lx , 1 r J 

i i i €tc - « 3 4 etc. 

Ç I i r h J1 1 y r / 

et 1 1 1 C/C. a 6 34 d C% 

THÉORÈME. 

i,o. 

1 m 4-i 1 m-f- î.m-f- a 1 7?î-J-i....m-f-3 ‘ 

p “ m (—,sc (—m+2)./3,x 2 (—m+3) /3,a: 3 

m — i ‘ m—î. m—a m—î.... m—3 ' ^ c ‘ 

n ~ m _. » (~ m ) ^ 1 » x , (~ m ) «f a > s* , (-m) / 3 , x 3 
^ ' m + 1 m-j-i. m + 2 1 

_ i _ m J 1 , x m J 2 , x 3 _ m J 3 , x 3 

m— 1 ‘ m—1. m—2 m—1.... m—3 -pC/c. 

121. Moyennant ces formules générales, les puissances de ces infinitomes 
sont parfaitement déterminées, tant que l’exposant est positif; et nous de¬ 
vons recommander au lecteur la connoissance des séries qui les expriment, 
et qui se rencontrent beaucoup plus fréquemment qu’on ne croit , dans plu¬ 
sieurs opérations de haute analyse. Il n’en est pas de même des puissances 

P 3 O .Le terme général de l’une est ~~ m ) J x . ce i u i de p au- 

m — 1.... m —n 

m / 77 , X" rp - . 


tre -’-Tant que m est plus grand que n , ces fractions suivent 

la loi ordinaire. Mais sitôt que n devient égal à m, leurs numérateurs et 
leurs dénominateurs s’évanouissent en même tems ; et il faudra substituer 
alors aux coëfficiens {n — rri) J n et m J n les rapports différentiels de ces 
fonctions. La suite nous apprendra à les déterminer. 

iQ2. Jusqu ici nous nous sommes occupés à dévélopper la faculté donnée 

m Ir 

1 5 en une série qui procède selon les puissances de r. Il nous reste à 

résoudre le problème inverse , et de développer la puissance proposée a ** 
en une série qui procède selon les facultés de a , en supposant une différence 
quelconque. Il doit y avoir nécessairement une suite de coëfficiens A , B 

m mlr . m —J Ir m—i T r m 7 , 

C, D etc . telle que a ^ a r~\-Ba P—Ca 3 r 3 -f- 

m — 4 Ir - , 

Du P — etc. Les deux theoremeg suivants; que nous proposons en 
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forme de lemmes, en laissant au lecteur le soin de les démontrer, nous feront 
connoître la loi de ces coëfficiens, qui est assez singulière. 

THÉORÈME I. 


12 3 . La puissance a est égale à la somme des facultés suivantes, quelque 

soit la différence r; savoir: a 1 r +(i—r-f-(2— m)Jv,a * r z -f- 

(3 —m)J 3 , a™ 3 r* etc. Le terme général de cette série ( n — m) Jn 
ou (— 7/z —(— 72) Jn n’est autre chose que le coefficient du terme r n , dans le 


, — (m —n) /1 

dévéloppement de la faculté a exposant négatif 3 ; ainsi les coëffi¬ 


ciens A, B, C, D etc. que nous cherchons, sont absolument les mômes 
que ceux de la table donnée ci-dessus ; seulement ils seront autrement disposés. 

124. Comme 0 1 n est égal à zéro, et (—1) J n égal à l’unité, quelque soit 
n , il est clair que , l’exposant m étant un nombre entier, la série qui ex- 

Tïï . . » 171 — 1 

prime a doit être nécessairement finie , ayant pour dernier terme ar 
THÉORÈME II. 


12 5 . La puissance à exposant négatif (a — r) est égal à la série suivante, 
1 (ro+i) Ji ,r (m-\-v)Ji,r { (m-f- 3 ) J 3 , r> 

r* 1 Ir l m Hp 2 1 r 


continuée à Vinfîni: ir ~i~ m^sir ~î ir -+ 

a a a a 

etc. quelque soit la différence r. Le coefficient général de cette série n’étant 


encore autre chose que le coefficient du terme r dans le dévéloppement de 

II t . . 

la faculté à exposant positif 1 y n est évident que les coëfficiens de 


la série qui exprime (a —r) .sont encore les mêmes que ceux de la table 

donnée ailleurs, mais disposés dans un ordre différent. 

126. Pour faire voir l’importance de cette série qui exprime la puissance 
négative de a — r en facultés négatives de a, nous allons l’appliquer au 
cas le plus simple de tous , Q , r= 1. On en tirera 


«TT* 


2. 3 
3 


3 . 4 

f _r 3 1 T1 1 1 ° 1 2 74 , 1764 j l3 ° 68 , 109^84- , 

. 5 ~t. 3. 4 '$. 3 . 4,5 ' s. 3. .,.6 * ü.3.... 7 'T'a.3,...8 -r 4.3. 

3 ç 


4 * S 


6. 7 


235 


$• 6 

-t 

1634 1 i 3 o 32 


7. 8 


-\-etc. 


118x24 


117*700 . 


*. 3,4 2 . 3 . & 8 , 3 ,,.,ô 2 3 .,..7 }....9 _r 2.J...io ‘ 

L 2 


-etc. 
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2 . 3. 5 ' 2 . 3. 6~^~ 2,3....7** 2.3..,.8‘ 2 . 3. g ‘ a .3,..io a . 3,...u^~ f/C * 

1 I TÇ I ,?5 | 1960 I 22 449’J,26g325 

2 .3....Ô ‘ q.3..,. 7 ' s. 3....8 ' 2 .3....g ' 2.3 ...io“‘~2.3...u ' rtC ’ 

1 . 21 322 4ç3G 63273 

1 “' 2 .3.... 7 “^2. 3.,..8 "r“ 2.3.... 9 ‘ 2.3...10 ' 2.3.. 11 €tC ' 

Ce sont précisément ces séries, dont nous avons eu besoin dans le cha¬ 
pitre précédent, pour constater la formule intégrale fXdx = — 

(* — U'-f V TJ " 1 -f- TJ IV — etc.) et dont nous avons différé de donner la 
démonstration jusqu ici. On voit au reste que ce ne sont que des cas très- 
particuliers d’autres théorèmes infiniment plus généraux, dont l’usage est 
très-fréquent dans plusieurs opérations de haute analyse. 

PROBLEME. 

’ iQ 7 - Reprenons encore le développement de la faculté 1™ ^ en forme de série 
1-A r *4~ R r -j- C r 3 —f- Dr* f - etc • et recherchons la loi , d'après laquelle cha¬ 
cun de ses coefficiens doit être déterminé par tous ceux qui le précèdent. 

SOLUTION. 

128. On a généralement (a-\-mr) cT ' = a (a-fr)™ . Donc, ayant 

A m Ir m , à m—i m — a s m— 3 3 

d un cote a =a -j-Aa r+ Ba r + C a r -f etc. il s’en- 

mlr m hp 1 m m _, a 

suivra que {a-\-m r)a = a -j-(m-|-a< 4 ) a r{m AB) a r -f- 

m— 3 3 

[m BC) a r f-etc. De l’autre, appliquant le théorème binomial au 
développement de la faculté (a -f r) ” ', on aura a {arj 1 ' = a" 1 * ' 


/ i a \ m . ( m. m — i , m — i \ 

(m + A) a r -j- -—- 1 --- A + BJ a 

( m. m— i- m —q m—i. m — <2 t , m —7 \ m — 2 

-m-+-77V- A + —B + c)a , 

Égalant enfin les coefficiens des deux côtés, on aura 


m — 1 a 

r + 


m— a 3 

T -f- etc. etc . 


m— 1 m— z . , m.. ■ m —2 
sS =— 
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„ „ m— s.m — 3 . m i..m 3 

3C =—7T“- B+ i. a 3 

.p-^=- 4 C+—•• m ~ 4 ; 

1.2 ' I. 2. J ' 1. 2. U 4 l.ï. 1. 4- s m _. 

m-4.m-5 ^ -- 

5 £= ITs D+ ~\u l~T C+ i. 5. 4 1. 2.U. 4. & + 4.^-6 


12g. Faisons immédiatement l’application de ces théorèmes généraux au 
cas le plus important de tous ; celui de m infiniment petit. Mettons d m à 
la place de m; et comme alors tous les coëfficiens auront ce dm pour fac¬ 
teur , et que d’ailleurs ils seront tous affectés du signe moins , désignons 
par —cl dm, —/3 d m , — y dm, — §dm etc. les valeurs particulières , que 
les coëfficiens A, B, C, D etc. reçoivent dans le cas de d m , mis à la place 
de m. On aura les équations suivantes : 

| 

| . = u — a /3 ,• 

\ =. CL — 3 / 3 + 3 y; 

i -- cl — 4 /3 + 6 y — 4 ^ > 

§* = cl — 5 /3 + 10 Y — 10 <? + 5 e,* 

i - * _ 6 y3 1 5 y — 20 # + i 5 6 — 6 J ; etc. etc. etc. 

1 3 0. Faisant le calcul des quantités cl, @, y , etc . conformément à ces 

formules j il se trouvera que toutes celles d’un index impair, savoir cl, y, 
t, tj, i etc. sont égales à zéro, excepté le premier cl, qui est égal à | ; et que 
toutes celles d’un index pair, telles que / 3 , S, J, &, x, etc. sont alternative¬ 
ment positives et négatives. On aura enfin 

/S = + y 5 ; 

$ —— î\o '■> 

C = + A* 

S" -- 540 ’ 

* = + A 5 

H' — 3Ï76o 5 

I = + Tî ’ 
etc. etc. etc. 

131. Les nombres et, p. S, f, S- etc . ne sont donc autre chose que les 
nombres de Bernoulli ; ce qu’on pouvoit déjà voir par la forme des équations. 
On peut donc donner la proportion suivante sous la forme de 
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i 3 q. Les nombres de Bernoulli sont ce que deviennent les coèffciens generaux 
m J 1, mja , mJ 3 etc. dans le cas de mz=zo ; divises par zéro , et affectés du 
signe opposé. 

1 33* Fe nombre de Bernoulli qui a pour index n , n’étant autre chose que 
—^-—, pourra donc être considéré comme aggrégat combinatoire, ayant pour 

équation indéterminée ç-j-2r-f-3/+4^ + etc. =zn, et pour terme général 

X— i Zi 

- OU -|----- . 

u :r çi i rh sii or s 

îii etc. 234 etc . 

Tl I 1 /u. - 1 Jl 


la lettre p désignant la somme des inconnues q -J- r -f/-f1 -f- etc. dans cha¬ 
que combinaison en particulier, et A étant égale kn-\-p, ou à 72-j— -{->-J— 
J+t + etc. 

134. Le premier usage que nous allons faire de ces nombres,-ce sera de 
simplifier les équations rapportées en 128, d’où dépend l'évaluation numé¬ 
rique de toute faculté proposée à exposant fractionnaire; en réduisant ces 
équations à la moitié des termes qu’ils contiennent, plus un. En combinant 
d’une certaine manière, les équations de 128 avec celles de 129, on ren¬ 
contre les équations suivantes, qui sont plus simples de moitié: 


2 , m J t m—i m 

■ -—= - a,mji - fi ; 

m — 1 .m~hi m-r 1 1 

3 , /n /3 m — 1 m — 1 

■ -—=- 7 ? 2/2 - 13 , 772/1 ; 

TTl — 2.7714-1 m 4-1 1 


A , 771/4 TH— 1 

_---—-et, 772 J X- 

m - 3 . 771+1 772 -A-l 

il m 

m— 4771^1 771 Ti 


772—2 m.... m —« 

-— &m/2-— ; 

1 I. 8. 3 


772 --I . . 772—3 


<f,m/1 ; 


6 , m /6 777-1 m— 4 n „ Tt m ~ 2 .. m —4 772.m—1 . 

-— ^-r-d/n J r j —-^ 4- 7 - 7 — / «---- f ,* 

m>4«i ra-fu 1 1. «. 3 1. 2. 3 . 4. 3’ 

7 , m J 7 m —2 m . ^ 1 —J.. m —ç m—i..m—_ 

-—T——=—£-<»,« 76 - (i,mji —- l S m jj - 1 - 

m^-a i *. 4 , J 1. *. 3 . 4 . S 
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1 35 . Quoique ces équations soient beaucoup plus simples que celles de 
iq 8 , en ce qu’elles ne renferment que la moitié des termes, elles ne sont 
pas cependant exemptes de difficultés, dans les cas surtout, où l’exposant 
m est un nombre fractionnaire. Ces difficultés viennent de la réduction des 
fractions , qui dès le quatrième terme ont des dénominateurs très- compli¬ 
qués , ce qui rend les erreurs de calcul presque inévitables dans la pratique. 
J’ai donc imaginé une méthode, moyennant laquelle toute la recherche des 
coëfficiens m J1 , m J 2 , mj 3 etc, est réduit à un pur calcul de nombres 
entiers, quelque puisse être d’ailleurs l’exposant de la faculté. Je m’en vais 
communiquer aux géomètres les résultats de mon travail. 

1 36 . Ainsi, étant proposée une faculté à exposant fractionnaire quelcon¬ 
que a m " 11 , dont il faut déterminer les coëfficiens de la manière la plus 
simple et la moins sujette aux erreurs, je commence d’abord par déterminer 
la suite de nombres entiers Al , A y B , C, D , E etc . en employant à cetto 
fin les équations suivantes : 

Al —— m (n—m) ; 

A —— 3 (n—m ) 2 + tz (77+772') ; 

B z=z A-j -2 n (72+772) ,* 

C — 5 (72—777) 2 B - 72 (72+772)X ( 5 . 4 + 2 7777),* 

D =5 3 C- 72 («+772)X( 2 ° -# + 2472 / 2 ),* 

7 (n—m) 2 D — n (n-\-jn)X(3 5 C — î^onnA — 80 72 4 ),* 

F =: E — 77 (t7+772)X( 1 4-D— zSnnB — 48 ot 2 4 ),* 

G-=z 3 (n—m) 2 F — n (t 7 + 772 )X (7 E — 2947772 C+ i 68 o 7 î 4 4 + 1008 n*); 

H— 5 (x— 77 (72+777)X(4° F - 784 rc 2 Z)+QQ40072 4 i?+ 403Q072 6 ); 

I — 11 (n—m ) 2 H — 72(72—|—777)^>^(16 5 G —1848 72 a £+io88otz 4 C—66528o/2 6 J. 

-4O320O 72 8 ). 

137. Le calcul de ces nombres est très-facile dans tous les cas; ce sont 
des nombres entiers, qui ne supposent aucune réduction. Ensuite, on 
n’aura plus qu’à leur joindre les facteurs et les dénominateurs convenables, 
pour en faire les coëfficiens demandés. On se réglera d’après la table suivante ; 

jn r — m (n — m) 

n Jl - Fnh ’ 

m _ ( 77 — 777 ) m A 

n s 3 3 bT“» 
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_ J3 : 

n 

JIL J 4 

n 


2 - J 5 

n 


(in — m) m (n — m) 2?. 

— i* 3 1 Tl 6 ? 

3 

. (n — m) m C m 


HL J 6 

n 

HL J j 


2 7 3* 5n 8 

4 /n 

(n-'rrï) m (n— m) D . 
"" Q 8 ~ 3 r 5 S n To * 

5 7/i _ 

(n — m) m £ . 

2 l ° 3 4 5* jn lz 

6 1 n 

(n —m) rn (n—m) A . 


TL 

JÎL J8 

n 


- (n — m) 


2 m 34 5 a 7 a 
7 In 


m G . 


_ / 9 = 

n 

JÜL J 10= 

n 


2 IS 5 2 7 2 n 16 

8 J rz 

(n—m) m (n— m) // . 
j 16 37 33 ? a „is ’ 

\ 9 /n r 
(n — m)_m / 

^Î8~7 54 7 a 11 . n‘°* 


138. Moyennant ces formules , le calcul des coëfficiens généraux, dans 
les cas les plus compliqués, se trouvera réduit à la plus grande simplicité ; 
d’autant plus qu’il n’est jamais nécessaire d’aller jusqu’au dixième coeffi¬ 
cient . et que dans la plus grande partie des cas on peut s’arrêter au cin¬ 
quième. Quelques exemples éclaircirons cette méthode. 


139. Soit — = Ayant mz=z 1, n—2, on trouvera M~—\; ; 

B = 15 ,* C —— 63 ,* D nu— i 35 . 19 ,* £ = -{- 55 . 237 . On aura donc 

21 r 4 399 r* 


, £T , il! 

1 J l 1 2 lo 


869 r 6 . ^ 

-{- —^—H Telle est e* 


I | 'O 2 IS 2 

général l’expression de toute faculté , ayant \ pour exposant. 

140. Soit “p = ?• Ayantm—3, n = 5 ,on trouvera 6; A = -f-28,- 


B 108 ; C = — 5 ii°i 2 )126720. Donc 1 * Zr 1 — ^ 
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63 r 3 17 . 28 r 4 , i 5 4 . 408 r< ^ „ 

4 - — r —-75-r rTi -• lelle est 1 expression generale de toute 

5 J ^ 

faculté , ayant f pour exposant. 

141. Epfin , voici les développemens des facultés à exposant fraction¬ 
naire, dans lesquelles les. dénominateurs de ces exposants se trouvent entre 
les limites un et six. 


x=l- 

5 r 

2 3 3 


55 r" 

2 7 3 4 

+ 

4675 

2 tO 37 

r3 .+ 

37697 

2 11 3 9 

r 4 — 

>'• 29. 3 5 . 37 _ 

2 14 3 10 r 

— 

etc. 

\lr 

2 r 


3 r 2 

4 - 

42 

r 3 I 

19. io 5 

r 4 

19. 4 I. 

42 



1 1 

5 - 


5 4 

r 

5 6 


5 S 


5 11 

-r* 

— 

etc. 

l^ 7r —1 

3 r 


7 r 2 


q 3 i 


77. io 3 

7,4-' 

11. 63 . 

36 1 




2 S 


2 11 

X 

2 16 

r -j- 

2 = 3 ‘ 


a = 8 

-- r 5 

— 

etc. 

. 3 Ir 

r 



j_ 

10 

r 3 l 

11 

r 4 

77 





3 Z 



1 

3 7 

' X 

3 9 


3 10 

- r* 


etc. 

é lT -x 

3 r 

. i 

2 r 2 

r 

78 


39 

-4 

1 3 . 23. 

243 




5 2 

nr 

5 4 

X- 

5 6 

r X 

5 8 


5 11 

r 

— 

etc. 

<) 

\lr 

r 

1 

r 2 

r 

5 

7.3 

Q 1 

r 4 

3 99 




1 1 

2 3 

X 

2 7 

T 

1 10 


2 1Ç 


q!8 

- 4 

_L 

i 

etc. 

\lr__ 

3 r 

. ! 

7 r 2 

1 

63 

r 3 _ 

1 7. 28 

7.4 _ 

37 . 24 . 

l 5 4 



1 1 

5 " 

X 

3 4 

X 

5 6 


5 8 . 


5 11 

r> 

X 

etc. 

J Ir — l 

r 

. i 

7 '" 

1 

7 

r 3 _ 

28 

7-4 

3 82 





3 * 

X 

3 4 

X 

3 7 


3 9 

7 - 

3 ~ 

- r s 

+ 

etc. 

\lr 

J H —J_ 

3 r 


25 r 2 


* 3 5 

r 3 _ 

3 9. 307 

7.4 _ 

17. 89. 

11 7 

1 



2 S 

X 

2“ 

X 

2 16 


2-3 


2=8 


X 

etc. 


2 r. 


7 r 2 

1 

22 

7-3_ 

22. q3 

7-4 

11 28, 


r 



5 2 

X 

5 4 

X 

i 6 


5 8 

7 —— 

5 11 


X 

etc. 


5 r 

. 1 

35 r 2 

1 

i 3 . ü 5 

7.3_ 

ig.gr.^ 3 i , 

1 9 - - 3 * Q1 

.125 




2 3 3 : 

iX 

2 7 3 3 

X 

QÏ° 


2 1 * 39 

' 

2 l8 ~X 

rs— r s 

+ 

etc. 

Ainsi donc 

, pour ; 

achever entièrement 

1 ouvrage que nous nous étions pro- 


posé ÿ il ne reste plus qu’à résoudre le problème suivant. 

PROBLEME. 

142. Connaissant les coèjffieiens generaux d'une faculté à exposant fraction- 

ml t 

naire 1 ? développée en suite infinie ^L^r-f 5r+Cr J -f Dr 4 -f etc. 

on demande de rendre cette série convergente à volonté. 


M 
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PREMIER CAS. 

143. Supposons a et r.positifs. Prenons à volonté un nombre entier quel- 

nlr mlr 

«onque n. Nous aurons en vertu de 6 , a m r —-ou bien, 

(a -f- m r) 

nIr , 1 \ m - 

r mir a (a —f -n r) . . • . 

en faisant —-= u , a =-- n r r — > multiplié par la série 

a +* r (a+mr) 

Au-\-B uu-\-C v?etc.) Cette dernière série étant convergente à 

volonté, le problème est résolu. 

SECOND CAS. 

144. Supposons a et r négatifs. Dans ce cas, la formule qu’on vient de 

m 

donner renfermeroit le terme (-a-«r) ,• puissance de nombre négatif à 

exposant, au moins fractionnaire, peut être irrationnel , et même transcen¬ 
dant. C’est un écueil, qu’en attendant il conviendra d’éviter. Le moyen 
en est facile ; il n’y a qu’à supposer n négatif. Donc , prenant à volonté 

r 

un nombre quelconque entier n, et faisant ^ r ^ = v, on aura 
nlr rn 

(_ a) m 7 ~ f — ( r — - — — — ——~~— 3 multiplié par la série conver- 

(r—à) a 

gente à volonté 1 — A v -f- B v 1 — C v 5 -|- T) v* — E v ! -j- etc. 

EXEMPLE I. 

— U 

145. Feignant d’ignorer la valeur de l’intégrale Je d t , on demande à 

trouver par la méthode générale qu’on vient d’enseigner, la valeur de la fa- 

i/i _ 1 

cul té ! a ? qui lui équivaut? On a donc m —azzz 1 ? r—1 ,* A ~—— 

l 5 q 1 39g 

B — -j- C = + E — — çrs* Pour nous épargner 

une extraction de racine quarrée, nous prendrons n tel , que a -f- n r ou 
1 —|— /2 soit un quarré parfait ; donc , faisant n. zzi 8 , on aura Cela 

suffit pour rendre la série 1 -f* A u -J- Buu etc. extrêmement convergente5 


on aura 
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son premier terme = 1,000000000 

le second .— o,oi 3888888 

le troisième .-f- 0,000096450 

le quatrième .-f- 0,000006698 

le cinquième .... — 0,000000098 

le sixième .— 0,000000026 

t I » 

somme de la série 0,986214136 - S . On aura donc 1 2 —• 

g. 4.6.8.10.12.14.16 ce • ge r ^ u * t ^ —- -— ou bien 0,886226925. 

3.5.7.9.11.13.15.17 3.5.11.13.17 

Telle est en effet \ ]/7r, sans qu’il y ait l’erreur d'un dans la neuvième 
décimale. 

EXEMPLE II. 

I 7-i 

146. Si l’on demandoit la valeur de (- 1) 1 , la formule de 144 fera 

n Jr 

voir que c’est un infini du premier ordre ; ayant pour dénominateur (r— a) ; 
c’est-à-dire , une faculté dont la base est zéro; et dont l’exposant est un 
nombre entier. Cela est conforme à la formule donnée en 3 g, savoir, 

tang. m (+ m) ^ 7 ‘ m) 5 “ 1 . Le cas particulier dem=i, donne 
• c i Q _ x i 1 1 . (_ i) 57 ; ainsi cette dernière faculté doit être un infini 

du premier ordre. 

exemple III. 

147. On demande à évaluer la faculté I 3 P Ayant a— 1, r_i, 
prenons n tel que a + n r devienne un cube parfait ; ainsi, faisant n = 7 , 

on aura (a+ n r)'" =« ; et h =£. Ayant de plus A =z B =z 0 ; 

C=z+ D = + J, 5 £= — -p 5 ? la série deviendra 

1,000000000 
— o,oi 3888888 
-f- 0,000008931 
-f- ° ? ooooooi 36 
0^000000040. 

M t 
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Sa somme sera donc 0,986120139=5. Cela étant, on aura pour expression 

•. 1 r * , , ,, 3.6. 9.12.15.18.21 „ 39 o 

de la faculté demandée ^7777^73;, 6 ., Q . aa * S-, ce qui revient à l3 ^ , 

ou bien 0,893979513. [/Telle est la valeur de 1 5/1 , 0 u bien de l’intégrale 

3 

f e~‘ d t, qui lui est égale. 

EXEMPLE IV. 

3 j j 

148. Proposons la faculté 1 4 . Ayant a = 1, r = 1, m = |, prenons 

u — 9 ? ce q 133 donne a-j- n r=io, =/-. La table 141 nous fait connoître les 

coëfficiens généraux de la faculté: savoir A =— B=z- C=+ 


D= - 
aurons 


39. 307 


Ez 


3 7 . 89. 117 


Calculons d'abord la série. Nous 


% u = 


1,000000000 
0,009375000 
B u 2 = -(- 0,000122070 
C u 3 = -(- 0,000002060 

Z) M 4 = - 0,000000143 

E M f — 0,000000007 

Somme de la série = 0,990748980. L’expression de la faculté sera égale à 

4. 8.12.16.20.24.28.32.36 3 - 4 ^ . ^ io' 5:4 5^ 

- . c 10 S: ce qui se réduit à-—— - 

7.11.15.19.23.27.31.35 .39 h 3- 5* 7- 3 J-13. ig.23.3i.* 

Achevant le calcul par logarithmes, on trouvera 0.91906242 pour la valeur 
de la faculté demandée. Divisée par 3 , elle fait connoître l'intégrale 

_4 43 

f t z e * dt; on la trouvera égale à 0,30635414. 

E X E M P L E V. 

î 7 1 

149. Cherchons encore la faculté (|) 1 . On a a — | ; m ~ |. r — , . 

A=-i, B=+ C= + ~ b ; D = E=- 3 -™. Pre- 

nantà volonté 72=9, on aura a-j-m r ; wrr A; les cinq premiers termes 
de la suite 1 A m -j- Buu -j- Cu 3 etc, donneront 5 0,987266850. La 
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„ . , 3 . y. il, 15. 19. 23. 27. 31. 35. 3g ^ 

faculté elle-même en deviendra 5 . g . l3 . 1? . aj . ~33"3jr~ Si “ 

200. 7 13. Y / 3q , , . , 

qui se réduit à ——-- S. Achevant le calcul par logarithmes , on 

u 2210. 1073 

trouvera celui de la faculté égal à —1,86903 72 ; la faculté elle-même 05739669. 


Achevant le calcul par logarithmes , on 


■ S'. La faculté sera absolument la même qu’auparavant ; seu- 


EXEMPLE VI. 

1 5 0. Voyons à présent la faculté (—|) * : ce qui nous obligera à reve¬ 

nir à la formule de 1 44 ; les lettres a , r, m, A , JB, C, D , E etc. retenant 
les mêmes valeurs. Prenant à volonté 72=10 ,on aura r— a=l , r— a—m r=z — J; 
V— Les cinq premiers termes de la suite 1 — A v-|- B vv— Cv 3 -f etc. 
donneront 3 ,oi 35 g 8588 = S' ; la faculté elle - même deviendra 

_L± b **• l5 - * 9 - a3 - i7 - ce qui revient encore à 

1. 5 . 9. i 3 . 17. ai. 25. 29. 33. 37. 2 

3qq. 713. r/ o 7 ^ 

«I- 1 - S\ La faculté sera absolument la même qu’auparavant; seu- 

2210. 1073 

lement elle sera affectée d’un signe contraire , savoir — 0,73966g. 

151. Comme le quotient de ces deux facultés doit exprimer la tangente 
de |TT ou 133°, en vertu de 3 g, il est fort naturel , que ces deux facultés 
soient égales entr’elles, mais affectées de signes contraires. En général, comme 

/t/*p11 fi J —1 

en vertu de 36 , le quotient des deux facultés (-J-m) : (— m ) 

doit être égal au rapport des deux sinus, S in. rmr : Sin. (??z-|-Æ) x, on en 
conclurra que ces deux facultés sont égales entr’elles toutes les fois que 
q 772 —A est un nombre entier. Si ce nombre est impair, elles seront affectées 
du même ^signe ; s’il est pair, elles auront des signes différens. 

3 5 2. On peut employer la faculté ( 3 : 4 )" ? pour trouver la longueur 

de la courbe élastique, réprésentée, comme on sait, par l’intégrale 

r - ( L^. -intégrale qui en vertu de 76, se réduit au quotient des deux 

J [A (1 -Z*)' - 

5 /' â ^ 1 . 8 

facultés, (3:4) : (1 : fi) . Comme cette dernière se réduit à 2 - ou 

V 2 

, on aura la longueur de la courbe élastique , en multipliant la faculté 

V 7T 

1I1 

(3 : 4) 1 par V' 7r. On la trouvera donc par un calcul très-facile 4 égale à 
1,3110284. 
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EXEMPLE VII. 


153. Voyons encore les facultés (+2 : 5 ) * 1 et (— 2 : 5 ) 1 *. Nous 
nous servirons pour la première de la formule de iq 3 ; et prenant à volonté 
n=1 g, nous aurons u = { y ; et les coëfficiens A , B, C etc. étant encore 
les mêmes , les cinq premiers termes de la série i-\~A u-\-B uu-\-C iû-{-etc. 
donneront S= 0,986796321; la faculté elle-même devant être égale 

4. 14. 24. 34. 44. 54. 64- 7 4 »_ 84 _^, J/* « . son logarithme deviendra 9,6828340. 

9.19.2g. 39 - 49 - 5 9 - 6 9 - 79 . 89 6 

Il faudra employer la formule de 144 pour trouver la seconde des deux fa¬ 
cultés; et prenant encore n = 9, ce qui donne u == nous aurons 

- 1,014631698 pour somme de la série 1 — Av -|- Bvv —C v 3 -f- 

ctc. Quant à la faculté elle - même , comme elle doit être égale à 

1. 11 . 2 1 . 31 ♦ 4 1 • 5 1 1 ^ 1 ‘ 7 1 ~ S' lA Ÿ , son logarithme deviendra 9,1946101. 
6. 16. a6. 36.46. 5 bT 66 . 76.86 * & 

j^g deux facultés seront donc absolument réelles ; la première étant 


0,4817638; et la seconde o, 1565345 . 

154. La différence des deux logarithmes donne’o,4882239. C'est exacte¬ 
ment le logarithme de la tangente de 7 2°; et elle doit l’être, en vertu du 


théorème énoncé en 39. 

155. Dans tous ces exemples nous voulions avoir la somme dé la série 

1 JL. Au B u u- f- Cm 3 + efc • jusqu’à neuf décimales ; ce qui nous a 
obligé d’en calculer cinq termes. Si l’on veut se contenter de sept décima¬ 
les , l’on aura assez des trois premiers termes ; et certainement c’est tout ce 
qu’on peut exiger d’une méthode d’approximation. Au reste , nous allons 
voir, que si le calcul d’une faculté quelconque à exposant fractionnaire 
n’est pas difficile , celui de son logarithme hyperbolique est encore incompa¬ 
rablement plus facile. Quoique nous pourrions trouver l’expression générale 
du logarithme d'une faculté quelconque, par les méthodes connues, nous 
préférons cependant de suivre une route absolument nouvelle, et beaucoup 
plus générale que toutes les méthodes de sommations qui ont été inventées 
jusqu’ici. ' ~ ^ ' • 

156. La faculté i* ? élans le cas d’un exposant infiniment petit , est égalé à 
3 _ [ctr + /3 r + ^ r* + C T * + & rS "t" e/c *) m • Les coëfficiens a, , jS, ê, Ç etc. 
sont les nombres de Bernoulli , déterminés en 129. Comme ces nombres 
sont ce que deviennent les coëfficiens généraux m J 1 , mj 2, mj 3 etc . 
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dans le cas de m infiniment petit, le théorème n’a besoin d’aucune dé¬ 
monstration ultérieure. 

15 7 . Comme la série «r + 0 r 2 + ê r* + f r 6 + & r 8 etc. se rencontrera fré¬ 
quemment dans [la suite, je la désignerai par Arj A étant le lambda grec 

^ ntIr A 

majuscule. On aura donc dans le cas d’un exposant petit 1 —1 mAr. 

ml r y m ml r. a . „ 

1 58 . La faculté a , étant égale a a 1 , deviendra dans Le cas a un 

exposant infiniment petit r m {Log. a— A—). Dans le cas où a seroit la 
base du système hyperbolique , on auroit i +m (i~ A ~). 

159. La différentielle de la faculté a 1 , en faisant varier son exposant m, 
est égalé à a” dm, multiplié par Log. (« + » r) - A—'—• Ce théorème 

(wi hp rf / 7 i) / r 

est fondé sur ce que la faculté à exposant binôme a , est égalé, 

771 lr dm I r ■ > j 

en vertu de 6 , à a (a+mr) . Cela étant, il nous reste a résoudre 
le problème suivant. 

PROBLEME. 

160. L'exposant de la faculté î’" 1 ' passant à l’état m + dm, déterminer les 
variations qu’en reçoivent les coèfficiens généraux m J 1, a J a , m J 3 , etc . 

SOLUTION. 

mit- . 

161. Comme la différentielle de cette faculté est égale à 1 d m , multi¬ 
plié par Log. (1 + mr) - A ? commençons par réduire cette dernière 

fonction en série , disposée d’après les puissances de r. Elle deviendra 
(m — ce) r ; 

— {\ mm -— u m -f- fi) r 2 ; 

_|_ g m 3 __ * m- -f 2 m /3 — y) r 3 ; 

_ (i — a, ?rc 3 + 3 mZ @ — 3 m y -f- «$) r 4 ; 

-f. (1 + 4 m 3 /3 — 6 7tt 2 y -f- 4772^— g) r 5 ,* 

i6q. Pour donner à cette série une forme plus simple, désignons 

par.M 1, la somme des termes \mm—- a m; 

par-Ms, la somme des termes —«m* 

par Af 3, la somme des termes \m* — am’-^ïPm 2 — 3 ym,* 

parüf 4, la somme des termes J/n* — « 772 4 + 4 / 3 m 3 '—6 7 
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etc. etc. La fonction Le g. (1 -f-mr)—A deviendra par ce moyen, 

égale à [ni—a) r—(M î-fÆ) r 2 + (M 2— y) >' 3 — (Af 3 + <J) r 4 -[- (Af 4—2) e/c. c/c. 

. m I r 

163. En multipliant cette suite par 1 ou 1 -J- mj \, r -\-mJi , r 2 -f- 
772/3 , r 3 -[-m /4, r 4 -f-c/c. c/c. les cüëfficiens du produit des deux séries 
feront connoître sur le champ, quoique sous une forme très-compliquée en¬ 
core , les accroissemens que prennent les coëfficiens, par la variation de 
l’exposant. On trouvera 

d{m J \ ) : dm =z m—a ; 
d(m J 2) : dm = {m — et) mj \— (Al 1 ; 

d (m / 3 ) : cl m = ( m — a) m J 3— (Al t-f- j 3 ) m Ji -f- (JI 2^y) ; 
d(m /4) : dm = (m—at) m/3—(df 1+ ( 3 ) mji -|- (Al 3—y) m.J 1— (M 3 -\-è); 
d (m / 3 ) : dm = (m—*) m/4— (A/ î-j- / 3 ) m /3 -f- (M 3—y) m j 2—(Al 3-f-J) 
m J 1 {AI 4 — g). 

164. les deux considérations suivantes donneront à ces expressions géné¬ 
rales une foi me beaucoup plus simple. Premièrement: les quantités M 1, 
AI 3 , AI 3 , AI 4 c/c. ne sont autre chose que les sommes des puissances des 
nombres naturels , depuis 1 jusqu’à m — 1 inclusivement. Nous croyons inu¬ 
tile d’en donner ici la démonstration. Tous les livres élémentaires de haute 
analyse nous apprennent, que la somme des puissances des nombres natu¬ 
rels est Susceptible de prendre la forme d’une série, disposée d'après les puis¬ 
sances du dernier terme, dont les coëfficiens sont ceux du binôme de 
Newton , multipliés par les nombres consécutifs de Bernoulli. 

1 63 . Secondement. Comme les coëfficiens de la faculté 1 , savoir m/i, 

mj 3, m J 3 e:c. ne sont autre chose que les sommes des produits des nom¬ 
bres naturels, depuis 1 jusqu’à m — 1 inclusivement , il doit donc exister entre 
les quantités M 1 , Al 3 , M 3 etc. d’un coté, et les coëfficiens mj 1 , 
mJ *2, mj 3 etc. de l’autre, cette meme suite d’équations, quia lieu géné¬ 
ralement entre les coëfficiens d’une équation quelconque, et les sommes 
des puissances de leurs racines. On aura donc : 

7?2/l zs= Al 1; 

2 , m J 2 = 772 / 1 , AI 1 Al 2 ; 

3, 772/3 = 772 / 3 , Ali — m J 1 , AI 2 AI 3 ; 

4, 772/4 == 772/3, Mi — mJ 2, AIq -f 772/J, AI 3 — M\; 

etc, etc. 
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166. Faisant usage de ces égalités, et supprimant 4 esmombres impairs y 3 
g, y etc. qu’on sait être égaux à zéro, on trouvera 

d(mJ\):dm — m—a; 
d(mjà) : dm = 

d(mj$): dm rr (m—2—ci)mj7—@,mJi; 
d{inj\):dm zr (772— 3—«&) mJS — / 3 ,m /2 — $; 
d{mJ5);dm — {m-±-c*)mJ\ — $,mJ3—§,mJi; 
d(mJ6):dm = (mr--5—*)mJ5—l2,mJ4 — f,mj2—Z} 
d{mJi):dm = 

d(mJS) : dm = (m—l—a)mJ'i—$,mJ6 — S,mJ± — Ç y mj2—3-; 

167. Ces mêmes rapports différentiels des coëfficiens généraux, savoir 
■d-(mji ) 9 d(mjd), d[mj$) etc. nous serviront à détenniner des formule» 
générales de sommation pour tous les ordres. Pour faire entendre ce qui va 
suivre, je déclare que je désignerai par y une variable quelconque; par r, 
•sa différence finie, supposée constante; par F, j. 7 , Z Y, -F, 4 7 -etc. des 
fonctions analogues dey, y — r, y— ïr, y— 3 r, y — \r etc. qu’enfin je ferai 

A Y = Y — 1 Y; 

A*r = y — 2 x r + a r* 

A 3 r = F — 3 f r + 3»r — ,r ; 

A 4 7 = r — 4xP + 6*7-- 4 S P + 4^5 


de manière que A n Y sera égal à Y — rc x 7 + 


72 . 72 — 1 . 72 —2 


1 . 2. 3 




71 ' ' —- .Y—etc* Il suit immédiatement de cette formule, que l’on doit avoir 

j. 2. 3. 4 . 4 

A- 1 !" = 7+ x 7+ a 7+ 3 7+ 4 Y~\- -etc. — 2‘7; 

A -*7 = Y+*tY+ 3 2 Y+ 4 3 Y+ $ 4 Y-j- etc. — 

A-*r = 7+3 x 7+ 6 2 7 +io 3 7+i5 4 7+^c. = 2*7; 

A~ 4 7 = 7 + 4 * 7 +io 2 7 + 2 o 3 7+ 3 5 4 7+ffc. = 2 4 7; 

etc. etc. et qu’en général les sommes d’une fonction quelconque, de tous les 
ordres, ne sont que des différences à exposants négatifs. 

168 . Les équations générales qu’on vient de donner ont besoin d’un nom¬ 
bre de constantes arbitraires, égal à l’ordre de sommation, pour devenir 
complexes. Elles prendront alors la forme suivante : 

N 
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1 T = A -, î” -f- A; 

2»r = a-» r + ^ + b ,• 

T 

ï»r= A-r+JLÜJl+^ + c, 

i. a r* r 


2 4 r = A- 4 r+ 


3ir ^ 

2 _^ 

1 . O r3 


s Ir 

y_i? 


+ JL£ + j>, 


etc. etc. Il faut observer que, les constantes A, fi, C, D etc. étant dispo¬ 
sées, comme on voit, par facultés de y, les constantes de la dernière équa¬ 
tion sont les memes que dans les équations précédentes. On leur donneroit 
une forme plus simple , en les disposant par puissances de y ; on auroit alors 
ji,*Y = À - *Y-\- y 2 A -\-y z B -j-y C-f-Z),* mais alors les constantes A, fi, C 
auroient des valeurs différentes et particulières dans chacune de ces équations. 

16g. Supposant la différence r infiniment petite, et passant à l’état de 
vraie différentielle, on aura 
dr'Y 

/ Tdy = -f A ; 

f Ydy = + yA + B; 

dr~ 3 y v 2 A 

m = -^r + y —+yB + C; 
d~*Y v 3 A 

J ,rd y — h?-+ rx 3 + 1rs + ? c + D - 

170. Enfin , pour mettre de l’ordre dans les formules qui vont suivre , je 
me servirai des marques Y ', Y", Y"', Y IV etc. pour désigner les rapports 

-, . f rdY r 2 ddY r* cP Y r* d* Y 

différentiels successifs - 3 —, - ■ , —-t-ï ,- r~i etc. Je dé- 

dy ’ 1.2 dy zJ 1. a. 3. dy*’ i. 2. 3. \ dy* 


signerai de même par 'Y , "Y , 111 Y, ? V Y etc. les intégrales successives ~p/Ydy, 
— J'-Ydy , / 3 r dy , —- J* Ydy etc. etc. 

171. Cela étant, je crois pouvoir proposer sans démonstration les proposi¬ 
tions suivantes, dont la première est ta simple énoncé du théorème de Tay¬ 
lor , et dont les autres sont des conséquences nécessaires et immédiates de 
ce théorème. Je les tire d e Euler : calcul différentiel , partie II. 56 . 
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A r —r - r" + r'" — r*v + n — rvi ^ etc% 

*11——r" - 3 r"'+ 7 nv— i5r v + 3i r VI — 63 i-w+« c . 
2 


A 3 F 


1. 2. 3 
A«F 

J- 2-3- 4 
A^R 


-Ÿ" - 6F 7f + q 5 fF — 90 y v * + 3 oi Y vn — 966 r^+e/c. 
= y/F_i 0 y v + 65 F f/ — 35 oF F/i ~|-i 7 oiF I//// — 7770F 7 * -|-efc. 


—F f — i5F K7 +i4 °F F// —io 5 oF K7// '-(- 6 g 5 iF 7 *— 42525 F*-j-e/c. 

i.q. 3.4. 5 

.——=r F/ — qi r^+266 rw/— q 646 ^-4-22827^—179487 rxi+ctc. 
1.2. 3 . 4 . 5 .6 

172. On voit évidemment, que les coëfîiciens numériques de ces séries 
sont identiquement les mêmes que ceux des facultés à exposant négatif, 
qui ont été rapportés en 112. Cela n’est pas étonnant, parceque les uns et 
les autres doivent être les différences premières , secondes, troisièmes, qua¬ 
trièmes etc. des puissances des nombres en progression naturelle , 1 , Q, 3 , 
4, 5 etc. Ainsi, le terme général de ces coëfîiciens étant (—772) J 77, on en 
tire le théorème général qui en suit : 


THÉORÈME. 

, m Ti 

173. La différence de Vordre m, ou A m Y , est égalé a 1 , multiplié par 

la se'rie Y m — Q—m) J i , Y m ~' + (—m) Ji , rm)/ 3 , Y”~i -f 
(_ m) / 4 , Y m — 4 — etc. Ainsi donc, pour avoir l’expression très-générale 
de 2™ Y, d’un ordre de sommation quelconque, on n’aura qu’à supposer 
m négatif, et mettre — m à la place de-(- m. Il en résultera le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. 

174 . »<*-*>" 2 m r= '’’-‘r+ m / a , w “V 4 -m/ 3 ) *'-V+ 

m J 4 , r *~~ 4 Y -{-etc. Le théorème général de cette suite est donc mjn, Y. 
Le premier terme dont le numérateur s’évanouit, sera donc m Jm , Y\ l’au¬ 
tre mJ (772 -f- 1), Y 1 ; le troisième mj (m -f- 2), Y" etc. Tous ces termes sont 
supposés avoir pour dénominateur commun la différentielle dy ; ainsi, sub¬ 
stituant à la place des coëffieiens généraux m/772, mj (m+i) ÿ 772/(772-4-2) etc. 
les rapports différentiels de ces variables, et multipliant ces termes successi¬ 
fs 2 
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vement par F, Y } , Y" etc. on aura la suite de termes , procédant à l’infini, 

(/n— 1) 1 1 m 

et qui, joints aux premiers, donnent la valeur de 1 XK. C’est 

ainsi qu’enfin on parvient aux séries générales de sommation , que nous al¬ 
lons communiquer aux géomètres, et qui ont l’avantage de pouvoir être ren¬ 
dues convergentes à volonté, dans tous les cas. 

x r='r+« r+iî r'+i y’"-h 1^45 r®+« eu. 

X ! x="k+'k+ 4-/3) y+pY , - ir"+tY m -çr iy +trv-9- r™ 

45 YM—* y vin 4 . * Y 1X - etc. 

s 2 s r='"r-(-3"r-f3'r+('j»-3i8)r-f(*2/3-(-^) Y'-3SY'+(ii+o y" 

— 3 ÇY IV + (a - 9 -) Y v - 3 5 - Y VI + (2 54 x) F" 

— 3xK""4- ( 2 x + /t)r«-3^r x -f (a/s + a rxt-etc. 
ï. 2 . 3 X 4 K=: /f 'K+6"'r+ii"r+6'K+ K+(60 + 6<î)r' 

_(ti<r-K)K"+(6<H-60 k"'-(u?+^) k /1 '(K46 5)K‘'' 
—(11 5 + x) K"+ (6 5 + 6*) K"'" _ (u * 4. p) yVI il 
4 -( 6 x 46 Jtt ) K 7 *- ( 11 /s+â K x + etc. 
i. 2 . 3 . 4 X'r= l T+rof'T-f 35"'r4-5o"K-f'K4- ( 24 *- 50/3 - 10 «J) K 

+( 2 4 /3+35J+0 K'-(W+iof) r"-f (244J-35f45) r" 

—(50^410^) r/^4- ( 24^+35 3-+X) K f -(50^+iox) K" 

+(245-4 3 5*4^)rw-( 5 °>‘+ IO / 4 ) i ' ,/w +( !! 4 ) ‘+ 3 5i“+S r/;r 

— etc. 

i.s. 3 .i.52 , r= w i r + 15 ^x 4 85 4 225 "'y 4 274"r 4 'y 

4(120«— 274/3 — 85$—£) Y 4- (i2o/34 223 ^ + l3 O Y ' 

-(274 <?4 8 i£+ 5) r"4 ( 120 , 14225^4 i5 5)K'" 

— (274 ? 48 3 5- 4 «) K 7 "' 4 (I20f 4Q255-4 li«) Y v 

— ( 274^4 85 x 4 éé) Y V1 4 ( 1205 - 4225 x 415 ^) Y VU 

— (274 * 4 85 1 *+ I) K ra/ 4 « c - 


175. Il ne reste donc plus qu’à évaluer numériquement le 9 cocfficiens de 
ces séries , pour leur donner dans la pratique du calcul une utilité immé¬ 
diate. On trouvera 

Y' yy V yyjj y ix ( H) , y xI yxni 

X Y—Y-j~i Y-\- la 120+252 240 + 132 12. l 3 .210+ 12 etC ‘ 

5 K Y' Y" Y"' Y IV Y v Y VI y vil 

X *Ÿ—Y -4 'Y-\- 78 +Ta + Tôo 120 25 a + 3 Tâ + — ~hô 


y vin yix 691 yx 
152 Ti 32 - 12.13.210 


691 YXI 
12. l 3 . 210 


yxn 

- y- etc » 

12 


1 
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, 3 r 19 y' y" 4T”' y iv , 19 r v 

1. 3 ^Y^"Y-f- 3 "Y+îY-\-— 4- lao + 40 — l65 84 +5040 

_ yvi y v11 Y VU1 3141 F 7X t 691 Y x ( 337 Y x i 

80 1320 44 360360 10920 8igo 

Q 5i Y q Y j 2Qi Y” 11 Y n 
1. «• 3 ^r^r+6^+ii^+6'r+— + — + 

1 99 YIV Yf 101 Y v * çY VI1 Qo 3 9 Y vin 4871 Y 1 * 

5040~ 840”^ 2640 440 32760 60060 

4871 Y x 

---7- etc. 

1 32700 

, ,3. ^^+,.^+,^0^+^+ * 4 f+ 4 f' + 

47 Y 1 " 79 i3 9 7^ 35 ZZf 5i 9 i3 F /; 

720 304 36 9 6 264 * 360360 

6 o 49 Y vni 3 4 o 9 7 Y^ 

~ 36 o 36 72072 ^ C ‘ 

i.Q.3.4. 5 x 5 r="r + i i l/ r+8 3 n'r + 22 5'"r+37 4 ''r+'r-j- 

, uiilL , ^Ul_]Ul etc . 

1 “ 5o 4 3o 4 o 112 

176. Ces séries ne sont véritablement finies, que dans les cas où les rap¬ 
ports différentiels Y', Y ", Y'" etc. deviennent quelque part égaux à zéro. 
Heureusement il n’est pas nécessaire qu’elles le soient, parce que, quel- 
qu’infinies qu’elles soient, l’analyse nous présente des moyens, de les rendre 
convergentes à volonté. Nous ne pouvons mieux éclaircir ceci, que par le 

ml r .ii t 

logarithme même de la faculté a , qui est proprement le but, vers le¬ 
quel aboutissent nos recherches. 

PROBLEME. 

t 771 q. 1 If 

17 7. Déterminer le logarithme hyperbolique de la faculté a 


SOLUTION. 

178. Ce logarithme étant égal à la somme des logarithmes suivants: 

Log . a-\-Log. (a-f- r).+ Log. (a-f- mr) ; la lettre m sera proprement la 

variable du problème général , qui y étoit désignée par y , et qui dans le cas 
présent a pour différence V unité $ de plus, ayant Y=:Log. (a-f-mr); il y 
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7 * r z 

aura K'= _j_ m r » Y' — (a + mr) r := + 3 (a -f m r) 3 ’ 

y/F— — , erc. erc. Quant à 'Y, ou fYdy, cette intégrale 

sera égale à (y + m) Log; Enfin ? l’intégrale devant s’évanouir 

pour 77i = o, on aura Log. %?. a =-m+ (\-~^)Log.a+Çm- K+7) 

r r 

Z-og. (a+mr) - T— + É a+mr . 


DÉFINITION. 

17g. Je me sers pour la première fois de la notation T—, T a _|_ m r * Il 

me reste à expliquer à quoi sert ici la lettre grecque gamma. Je déclare donc 
que je désignerai généralement par 17 }; la série / 3 y + i +??J ,S + + 

! ^ ^,9 _|_ ^,-y 11 -j- etc. les valeurs absolues des nombres / 3 , efc. étant 

toujours celles que nous avons données en 12g. De plus , comme la suite nous 
apprendra que cette fonction a besoin d’une dénomination particulière, 
pour ne pas faire de nom nouveau, je dirai simplement U gamma de la va¬ 
riable y. 

180. Le gamma de zéro est donc zéro lui-mème. Le gamma de —y est égal 
au gamma de y , pris en sens contraire. Quant aux gamma des autres nom¬ 
bres , ce sont pour la plupart des quantités transcendantes d’un genre entiè¬ 
rement nouveau. Dans de certains cas particuliers ces gamma sont réduc¬ 
tibles aux logarithmes hyperboliques, dans d’autres à la quadrature du cercle. 

m Hp 1 / r . . 

181. Otant du logarithme de a celui de a-f- 772 r, on trouve ce- 

m I r f , a\ a-\-mr 

lui de la faculté a exprimé par — m-f- mLog. a+vj 72- a 


r , r . r 

PROBLEME. 

j g a . Trouver le gamma d'une quantité quelconque proposée , 

PREMIER CAS. 

1 83 . Si r est une fraction peu considérable, qui n’excède pas } ou j, la solu- 
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. /3 r JV 3 ? r* S-ry 

tîon du problème se présente d’elle-même; la suite — + 3^3+5^+ f~ây + f/C ‘ 

ou — + —J* -7-^-— 7 +efc. étant tellement convergente alors, 

u i2a 36 o a 3 * 1260a s 1680 a 7 ‘ 

que ses trois premiers termes suffisent pour en trouver la valeur jusqu a 
neuf décimales , sans qu’il y ait l’erreur d'un dans la dernière chiffre. 


SECOND CAS. 

184. Dans tous les autres cas où — n’est pas une fonction très-petite, y 

compris même ceux où il excéderoit un nombre quelconque, on se servira 
de la méthode suivante. On choisira à volonté un nombre entier quelcon¬ 
que m ; je le prends ordinairement égal à 7 ? 8 , ou neuf tout au plus. On 

calculera le gamma de la fraction V — , qui sera toujours plus petite que 

r _ ^ r r _ mlr 

—, quelque soit la quantité—. Ensuite on aura r~ = m -—m—Log.a 

( a \ a A- mr . . . , , . 

m-l+r) Log ' - a -• Ainsl le gamma de 1 

r 

fraction jq-— servira à trouver le gamma de la fraction proposée—; il n’en 
coûtera que sept ou huit logarithmes hyperboliques, qu'il faudra ajouter 

ensemble. 

2 85 . La supposition de a=: 1 donne à cette règle une forme plus simple, 

r rnlr 

sans qu’elle ôte rien à sa généralité. On aura TrzzzT 1 "H 

(m-ï +7) Log. (1 —(— m r). 

186. Trouver le gamma de l'unité'. Ayant rmi, u = on prendra à vo¬ 
lonté m = 9, pour avoir T 1 — T — —■ Log. 504. 720— g -f- £ Log . 10. On 
trouvera 

Log . 504 = 6,22257626807 ; 

Log. 720 = 6,57925121201 ; 

Log. 504. 720 - 12,80182748008; 

Ensuite Log. 10 = 5 , 3 o 2585 og 2994 ; 

10 Log. 10 = 23,02585092994; 

| Log. 10 = 1,15129254650; 
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Donc Ç Log. io = 21,87455838344; 

Otez 12,80182748008; 

Il restera 0,07273090 33 6. 

Reste à déterminer le gamma de On trouvera presque sans calcul : 
son premier terme =: -f- o,oo833333333 ; 

le second = — 0,00000277777; 

le troisième = -f- 0,00000000794; 

le quatrième :=: — 0,00000000006 ; 

On aura F 1 = 0,08106146679 ; sans qu’il y ait une erreur dans la dernière 
décimale. 

187. Proposons le gamma de 100. Prenant à volonté m=z 8 , on aura 
r 100 =r — 8— Log. (101. 201. 301. 401. 501. 601. 701) + (8 — i+ïèô) 
Log. 801. Nous laisserons au lecteur de faire ce calcul qui est très-facile; 
il trouvera T 100= 1 A 3 4 e * 3 7 9^6. 

188. En suivant la même route , et prenant m — 8 , on trouvera le gamma 
de 10000 égal à F 1555?— S — Log. (10001.20001. 3oooi. 40001. 5oooi. 60001. 
70001) -f- (8 — \ -f- —£5) Log. 80001. Ici on sera obligé d’employer les loga¬ 
rithmes vulgaires , et de multiplier ensuite par 2 , 3 o 258 5 . Si l’on veut se 
borner à sept décimales , on n’aura besoin que des deux premiers termes de 
la série de gamma. On trouvera T 10000 = 3,6871950. 

189. Généralement, si r est un nombre très-grand , on trouvera le gamma 

de r à très-peu près égal à \ Log. —. Le gamma d’un nombre véritablement 

infini est donc infiniment grand, mais il s’en faut de beaucoup que ce soit 
un infini du premier ordre. C’est ainsi que l’unité, suivie d’une centaine 
de zéros , n’auroit pour gamma qu’un nombre très-médiocre , égal à 114,2 lo3 
à-peu-près. 

190. Voici la table des gommas des douze premiers termes, de la progres¬ 
sion naturelle des nombres. 

T 1 = 0,081061467; 

T 2 = 0,153426410; 

T3 = 0,216713399; 
r 4 = 0,272510402 ; 

F 5 = 0,322293915 ; 

T 6 = 0,377210412 ; 
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r s — 0,435437993; 

r 9 = 0,470159364; 
r 10 = 0,502457220; 
r 11 = 0,532653608; 
r 12 = 0,561010299. 

THEOREME. 

191. Le gamma de Vunite\ ou T 1, est c'gal à 1 — | Log. 2 jr. 

DÉMONSTRATION. 


2. 2 4. 4 6. 6 2 n. 7n 

19s. Considérons la produite — -^y-j . an+t - Elle 

an ( n /i\ 2 

2 V I / n T % 

est égale à ——^——-. Ayant démontré en 21 , que la faculté 1 

(î" V 2 («» + >) 

2 n 1 1 n n 1 1 

n’est autre chose que 1 , divisé par 2 1 , cette expression se réduira 

4 n ( ni i\ 4 

à . ^ \ -'• On 9 . ue cette produite , continuée à l’infini, 

( l" " ’)'( 5 »+l) 

donne la moitié du rapport du diamètre à la circonférence, ou \ tt. Ainsi — 

Q 4 " (” 7l ) 4 

est ce que devient l’expression - 9 n 7 - - a -—, dans le cas de n infi- 

(1' ; (an+0 

niment grand. 

193. Prenons les logarithmes des deux cotes. On tire dè 181. Log. 1 = 

— 72 + (” + D Log. (« + 1) — T 1 + T ; et dans le cas de n infiniment 

grand , Log. 1 = n + ( n "f" ï) Log. (n -f-1)— T 1. On aura de même 

Log. 1 ' " 1 ‘ = — 2 72 -f (2 71 + ÿ Log. (a 72 + 0 — T 1. R s’ensuit que 
Log. 7 r — Log. 2 =— Log. 2 -j- 2 -f- Log.n — 2 T 1 — Lcg. (2 n- f- iV Mais 
dans le cas de n infiniment grand , le logarithme de 2 n -f- 1 ne diffère de 
celui de 2 n que d’une quantité infiniment petite. Lequation précédente se 
réduira donc à Log. tt = — Log. 2 -j- g — 2 T 1 ? d’où l’on tire T 1 = 1 — 
| Log. 2 7 r. On peut donc dire que les logarithmes de toutes les facultés 

O 
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ni 1 n 

1 , de même que ceux des intégrales Jt m — » e~ * dt, qui y sont réducti¬ 

bles . dépendent en quelque sorte de la quadrature du cercle. 

THÉORÈME. 

194. Le gamma de deux, ou T a , est égal à — Car appliquant 

la formule de 181 au cas de a =. 1, r~i , ?n = î , on trouvera le logarithme 
1 S I 2 j 1 ■ T .00. 3 * 

de la faculté 1 égale à---- 5 — T 2 -f- F 1. Or, ledit loga¬ 

rithme doit etre nécessairement égal à la moitié de celui de—. D’un autre 

7 T 

côté, on vient de trouver ET = 1 —{ Le g. g w. Réduction faite , on aura 
F 2 égal à la moitié de 1 — Log. 2. 

195. Le premier de ces deux théorèmes nous faisant connoîtve le gamma 
de un, le second celui de deux , l’on voit que les gammas de toutes les 

fractions , de l’une des deux formes générales—î—et___se réduisent à 

une pure addition de logarithmes hyperboliques. Car on a F 1 — 

mil 2 

r 1 -f m + Lcg. 1 — (m-f |)Lcg. (m-f-i),* et T - m __ L i m 4. 

ml a “ U 1 

Log. 1 — m Log. (2 m -J- 1). 

196. Ces théorèmes sont aussi vrais que rigoureusement démontrés. On 
peut parvenir de même à une expression de F r, en y employant les loga¬ 
rithmes des nombres négatifs. Mais ce qu’il y a de très-singulier, c’est qu’en 
suivant à cet égard les principes généralement reçus, on parvient à un ré¬ 
sultat absolument faux. En voici la démonstration 5 je la crois digne à tous 
égards de 1 attention des géomètres. 

197. Je reprends la formule Fr— 1 ^—^== —m—Lcg. 1 

Lcg. (\-\-mr). J?aurai de même pour un autre exposant quelconque n, 
r n 1 r /1 1 \ 

F r n r = 11 1 71 "îy ’ déterminerai n de 

manière, que ^ nr devienne égal à y ., pris négativement. Ainsi, 
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faisant n =— -_m,* et mettant partout-- —m à la place de n, j’au- 


m — (* : r) 7 r 


airr+r f ^ r =7 +rn- Log.l -(7 + m +-ï) 

. m Q r 

Log. (- 1 — mr). Enfin , faisant m= 0, j’aurai 2 I r = --Log.i 

_ ÇJ- Log. (— 1): équation , laquelle moyennant les réductions 

2 

eeignées au commencement de ce chapitre, se réduit à 2 T r=:--{-Log.(— 1) 


—. 2 : r I r 


en- 

fi :rlr 


~(r + ç,') Lo S-^ J) - 

198. Voilà donc 2 Tr réduit aux logarithmes des nombres négatifs. Ces 
logarithmes doivent nécessairement se détruire ; et il n’est pas difficile en 

effet de les faire sortir du calcul. Faisons pour plus de simplicité, —-f-==p, 
Ayant alors 7 = p + q ? l’équation deviendra 2 T r — ~ -f- 

pt+iy/r . -, v _ 2 

£ i0 g, 1) — p Log. (— 1) ,* qui si réduit premièrement a q F r = ^ -(- 

jr 0 «. (r:*)* + Log. (— “ P Log. (•—1); ensuite, en vertu de 6 

à 2 r r = 7+ q L ° g - (v + Lo s- 1 + Lo s -0 — p Lo s • (-»)• 

199. En se conformant ici aux principes généralement reçus des nombres 

négatifs , la faculté (- i) ? ^ doit être parfaitement identique avec / , 

p 2 r 

multiplié par la puissance (- 1) . On aura donc 2 T r = - + g Log. - 

-\-Loa.\ -[" Log. i ■ La faculté 1 se réduisant naturellement 

à (i — ?r ) /> ^, égale à (r:a) , qui se réduit encore à 1 , multiplié 

p 2 r 

par (r; q) , l’expression se réduira donc à 2 T r = - -f- (p + ?) ^°g- ~ 

p 11 q I 3 2 /" « t- ^ \ \ T P IZ 

Log. 1 1 • ou bien > Q r r n -- Qt + £°g* "J I 1 

q 1 2 

4 - Log- 1 • 

^ 0 2 
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soo. On simplifie encore cette-expression., si l’on fait attention , qu’ayant 
P 1 * f* \ ? /a 

q + i 5* on doit avoir 1 ”^7 ”) 1 . » ce qui réduit enfin l’expres¬ 

sion de 2 Tr à ~ _p t—^ Log. + q Log. i V Ici, si l’on fait 

rz= - 1 — , l’on aura T-—— —1 + m — m Log. (2 m -f i)_L. JW r /a . 

expression débarrassée de tous ses logarithmes de nombres , négatifs ; expres¬ 
sion qu’on a trouvée en suivant à cet égard, avec la plus grande rigueur, 
les notions généralement reçues sur les logarithmes de ces nombres; et néan¬ 
moins entièrement fausse. Il y manque——- J — ; la véritable expression 

Q 1 — T , fi CT Q 771 T 2 

étant T-—-»—^-(-m — 772 Log. ( r 2 A 72 —i) -f- Zxg. i . J'avoue 

îm-fi « 

franchement que toutes les peines que je me suis données pour trouver la raison 
de ce paralogisme , ont été inutiles jusqu'ici; j'aurai infiniment d'obligation au 
géomètre , qui voudra bien me l'indiquer. Il me semble qu'elle tient essentiellement 
à notre théorie des puissances fractionnaires et des logarithmes des nombres néga¬ 
tifs , et que le théorème Log. (— a ) r —Log. a- f- Log. (—1)5 malgré son extrême 
apparence de simplicité , est encore bien loin d'être rigoureusement démontré. 

THEOREME. 

n 

201. Le logarithme hyperbolique de l'intégrale Jt n e dt , prise 

depuis t ■=. o jusqu'à t infini , est égal à { Log. 2 ?r -f- (^t + m — QLcg. {fx-\-m) 

1 mil 

r L_-f- m) — Log. (f.en— n) p : m étant un nombre entier 

quelconque entièrement arbitraire. Ce théorème est fondé sur ce que l’inté- 
<n - i)1 1 

grale susdite est égale àj_Le reste est une pure application des 

p,n—n 

théorèmes déjà connus. 

EXEMPLE. 

202. On demande le logarithme hyperbolique de l'intégrale [ f e— f dt? Ayant 

Ici n — 4 ,* p,n — n— 1 = 2,* on trouvera p,— i Ensuite, supposant le 

nombre arbitraire m égal à 8 , le logarithme de l’intcgrale demandée se réduira 
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en vertu de la formule , à T^ ~ Ÿ Log* ( 3 oo. 437 * 89** 1 ^ 1 9 ) "f" 

2 Log.Tr - 1 ~ 37 Log. 39 En voici le.calcul. 

4 

Log. 3 g = 3,663561646; 

37 Log. 3 g =‘ i35,55i78ogo7 ; 

2 Log. 7T = 2,289459772;- 

Somme = 137,841240679; 

Divisée par 4 ... 34,460310170; 

D’autre part: \ 9 = 9,750000000; 

Log. 300 = 5,703782475; 

Log. 437 = 6,079933195; 

Log. 891 = 6,792344427; 

Log. 1 5 19 = 7,325807503; 

Somme = 33,651867600. 

Otez cette somme de la première , il reste — 1 9 1 5574^0. Reste à y ajou¬ 

ter le gamma de la fraction On trouve 

le premier terme = -|- 0,008547010; 
le second = — 0,000002997 ; 
le troisième ■ —j— 0,00000000g. 

On aura donc T £ = 0,008544022. On en tire le logarithme hyperbo¬ 
lique de l’intégrale proposée = — i,i 83 oi 3 4 o 7 ; son logarithme vulgaire 
é„ a l à 9,486223805 ; l’intégrale elle-même 0,30635414; ce qui répond par¬ 
faitement à la solution donnée en 148. 

PROBLEME. 


20 3 . Les quantités a, m, r étant fractionnaires , irrationnelles , ou transcen¬ 
dantes , comme on voudra , déterminer le logarithme hyperbolique de la faculté 


SOLUTION. 

204. Le problème peut être regardé comme résolu par la formule générale 
de 181 ; et il l’est en effet. Mais elle renferme les gamma des deux fractions 


fet ___, qu'il faut déterminer séparément par la solution donnée en 

a a -j- m r ' 

384 , et 9 u i exigent l’introduction de deux nombres arbitraires entiers. 
Ainsi , prenant à volonté deux nombres arbitraires entiers h , É, qu’on 
pourra choisir entre six et neuf , et qui peuvent aussi être égaux entr’eux, 
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le logarithme demandé se trouvera exprimé pat la formule générale qui suit : 

m I>%*r h lr kir 

Lcg.hyp.[+a) — h—h — mf-Log.a — Log. ( a + m r) 

-( a -+h-X)Log.(fl+h r)+0+m+/ui) Log.(a+mr+k r) 


-r 


a -\- h r' a-\- mr Tir 
EXEMPLE. 


qo5. Proposons le logarithme de la faculté (q : 5) ' . Prenant à volonté 

h = 7 , h = 8, la formule qu’on vient de donner se réduira à — \ -f- 
Log. (1024. 128. 935) — Lcg. ( 17*29- 667. 4664)—-f§Log. V +¥ Log-l I 
On trouve 


Powr /es quantités négatives : 
Log. 37= 3,6109179156 
Log. 5 = 1,6094379124 
Log. Y = 9,0014800002 
■Log. 3 ? 7 = 1 3,8102 12001 4 ; 
Log.lJ 2C)=Z 7,4552984857 
Log. 667= 6,502790045g 
Log. 4661= 8,4469352964; 
Somme =36,2152858294; 


— r if+r §9* 

Pour /es quantités positives: 

Log. 89= 4,4886363697 ; 

Log. 10= 2,3025850930; 

Log. ?§= 2,1860512767; 

Y Log. f| =18,3628307243 ; 

Log. 1024:= 6,93147 i 8 o 56 ; 

Log. 935= 6,4805465293; 

Log. 1281= 4,852030263g; 

Somme =36,9868793231; 

La somme de ces deux nombres sera égale à 0,77 15934937. Il faut y ajou- 

ter _ i _ L JL -)_ T gj. Les trois premiers termes de la série donnent 

Y = 0,01125 4441 ; et T || = 0,009359371. On aura donc Log. 

a ™ 1T ~: —.0,730301576; son logarithme vulgaire 9,6828340555 ; la faculté 
elle-même 0,4817638; ce qui répond à la solution donnée en 153. 

PRO BLE M E. 

20C. Lts mêmes choses étant supposées , on demande une formule semblable , 

m /— r 

qui exprime le logarithme hyperbolique de la faculté (—0) 

SOLUTION. 


207. Peur éviter les logarithmes de nombres négatifs, il faut prendre les 
deux quantités arbitraires dans la classe des quantités négatives. Ainsi, 
prenant à volonté deux nombres entiers quelconques p, </, on trouvera 

pour le logarithme hyperbolique de (— a) ' 1a formule générale qui suit: 
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Log. hyperb. (— a) =z-p +g- m-Log.{r-a) + Log. (r-mr-a) 

■}-{p-\- 1 ~--)Log.{pr-a)-(q-in-]-^~)Log.{q r-mr-a) 

+r_l_-r--- 

p r — a q r — mr — a 
E X E M P L E. 

i y._ 

qoS. On demande le logarithme de la faculté (— 2: 5 ) a ~ 1 P Ayant fl=f, 
r=z i , m=l , et prenant à discrétion p ~q=i 7 , la formule susdite se ré¬ 
duira à — ~Log. (-5 2 7. 250 1 ) —Log. (1196. 5 7 6 . 32)+ £5 Log. fg — ffLog.fi 
T g _ T On trouvera 

Pour les quantités positives : Pour les quantités négatives : 

Log . 66= 4,1896547420;- Log. 61= 4,110873864a; 

Log. 10— 2 , 3 oq 585 o 93 o; Log. 10=: q, 3 oq 585 o 93 o; 

Log. fg = 1,8870696490; Log. ?s= 1,8082887712; 

I5 Log. {% =13,3981945079; ||Aog. fi =11,9347058899; 

Log. 527=: 6,2672005485 ; Log. 1196= 7,0867379345 ; 

/xg.a 5 oi= 7,8244459309; .Log. 576= 6,3561076607; 

Somme =â 7,4898409874 ; 32 =: 3,4657359028; 

Somme =28,843287388; 

somme des deux — 1,353446401. Il faut y ajouter — i-fr£§ — T On 

trouve par un calcul très-facile, T gnro.oi 2616662 ; et T = 0,013649056. 
On aura donc pour logarithme hyperbolique de la faculté proposée 
— 1,854478795; pour logarithme vulgaire 9,1946101; la faculté elle-même 
sera égale à o,i 565345 ; ce qui est conforme à la solution donnée en 153. 


REMARQUE. 

209. En comparant ensemble les solutions enseignées en 141, 203, go6, 

m J r 

dont la première sert à trouver la faculté a , et dont l’autre mene au cal¬ 
cul de son logarithme hyperbolique, il est bien certain d’abord que les séries 
i-\-Au-\-Buu-\-Cu l -\- etc. de même que 1 — Av-\- Bvv — Cv 3 -f- etc . 
sont bien moins convergentes quç la série qui fait connoître les gamma des 


r r 

fractions -^L^hr ’ a _Ç mr ^_ j ir > at fendu que les deux premiers termes de 
cette série donnent la valeur cherchée jusqu’à huit décimales de près. D’ail- 
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y y 3 . 

leurs ses eoëfficiens sont constants ; on a toujours Ty = + €ic • tan “ 

dis que les cocfficiens A , B, C, £> etc. delà première série sont tous fonctions 
de l’exposant de la faculté m, et qu’à l’exception des douze cas dont nous 
avons donné la table en i\i , il faut toujours faire préalablement le calcul de 
ces eoëfficiens , dans chaque cas particulier. Il est donc réellement beau¬ 
coup plus facile de trouver le logarithme hyperbolique d’une faculté propo¬ 
sée, que de trouver immédiatement la faculté meme; et cest ce que nous 
avions déjà avance en i 5 j. 

PROBLEME. 

<210. Transformer le logarithme hyperbolique d'une faculté proposée , en une 
sérié qui procède d'après les puissances décroissantes de m. 

SOLUTION. 

QU II n’y a qu’à développer la formule générale de 18g. On trouvera, 
en faisant j= c ’ Lo S- ' '=zmLog. a-m-T± +(m-fc-!) Log. ™ + c 


+ — o 

m v 

-i_ (/3 c 

m rn N 


2 

C C 


C C \ 

2 J 
—) 


mm' 4 

+ — (——+/3cc — •-f—) 

‘ m’ ^3 G 

_ 1 _ (Îif-X- Q c 3 _£l ) 

m* \ 3 1 ' 8 Qn' 


20 ' 


i_ f £ i 6<?CC j_o r »— £U"~ > ) 
n 5 C 5 ^ 3 1 io ' 3 o' 


- — ( 
rn 6 \ 


5 £c , io<£c 3 , 


3 


-/3 c 5 — —+5-) etc. etc. etc. 

12 A2 y 


R E M A R O U E. 

Q12. Voilà donc le logarithme hyperbolique d’une faculté proposée, trans¬ 
formée en une série d’autant plus convergente, que l’exposant m est un 
d nombre. On en tirera facilement, si l’on veut, le théorème très-connu, 
parole quel le terme moyen de la puissance du binôme (i + i) « » est à la 
somme de tous les termes 2 « ", comme i : 1 / nv. Tels sont les principes ana¬ 
lytiques^ dont nous aurons besoin dans le chapitre qui suit , ayant pour objet les 
réfractions approchantes de l'horizon. 






CHAPITRE QUATRIÈME. 
Réfractions qui approchent de T horizon . 


PROBLEME. 

1. La différentielle dX ayant x — a pour un de ses facteurs, et c désignant 

quelque très-petite fraction , on demande la valeur de Vintegrale de e* °dx, prise 
de manière qu'elle s'évanouisse pour une valeur de x, qui différé peu de a. 

SOLUTION. 

Q. Désignons par K ce que devient X, lorsqu’on y suppose x = a,* et 
introduisons la nouvelle variable t, telle que ctz=z K — X. De cette équa- 

• . . .. m 

tion nous tirerons x en puissances ascendantes de t ; nous aurons xzxzBt -J-. 

m^n m—i 

C t + D t -f-etc. Cela donne dxx=zdt, multiplié par m B t *-{- 

(772 —J— ?z) C t -f- (m -f- 2 72) D t -J- etc .; et la différentielle pro- 

K ’ c ~ l 7 , , m — 1 mtfrn—i 

posée deviendra c e d t, multiplié par 772 B t (772—72) Ct 

tti 2 n — 1 

(772 -f- % n) D t , -J- etc. L’mtegrale du problème sera donc réduite aux 

m - 1 - t TTI Tl —1 —t 

intégrales de/ e dt, t e d t etc. prises de manière qu’elles 

s’évanouissent pour t~o. Ces intégrales n’étant plus infiniment grandes, 
et de plus, les coëfîiciens B, C, D etc. devant former une suite très-con¬ 
vergente par la condition même du problème , le but qu’on se proposoit, 
est rempli. 

3 . La constante à ajouter dépend de la valeur de x, qui doit faire éva- 

X:c 

nouir 1 intégrale Je dx. Supposons qu’elle doive s’évanouir pour xxzz b , 
valeur de x qui par la condition du problème diffère peu de ma, et dé¬ 
signons par L ce que devient X, lorsqu’on y fait x±zb. Soit de plus 

cTz=K-L. On aura l’intégrale complette//'^*, égale kmBft ^ e~'dt+ 
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m t^[n — i — t m 1 ~ r 

(m + ri) Cft e d t + etc. — m B JT e dT — 

77 ? 4* n — i — T 

(m + n) CjT c dT-etc. 

4. Dans cette formule les intégrales sont prises de manière qu’elles s’éva¬ 
nouissent pour f=.o , Tzzzo. Si on veut les prendre depuis t infini, X 

X: C 

infini, il faudra les affecter des signes opposés ; on aura Je dx égal à 

jTsC 772-1 - T r TTÏfpn — 1 — T 

f e ,multiplié par mBjT e dt-\~ CJ T e dT~{-etc . 

m — 1 — t n — I ~~ l 

— mBft e dt-{m-\-n) Cft e dt— etc. 

X: c . 

5 . L’intégrale Je dx , prise depuis x=b jusqu’à la valeur de x, qui 

rend la fonction X un infini négatif, et qui répond à t infini, sera donc 

j(. c m —1 —T 77? >-J-t n —1 —F 

égaleàe , multiplié par rnBf X e aT-{- (m-\-ri) CfT e dT-y 

etc. ; ayant cT= K— L. 

X : c 

6. Dans les cas enfin où l’intégrale f e dx doit s’évanouir pour xz= a , 

m — 1 — T 

la quantité T devenant zéro alors, et les intégrales JT e dT y 

77?l-p 72— 1 - T . . . , . 

S T e aT etc. devant être prises depuis l’infini jusqu a zéro , la 

formule intégrale se trouvera entièrement réduite aux facultés ; on aura 
K.c mil (77?^7i)/i 

J X d x — e , multiplié par 1 B -|- 1 C -f~ eic • problème 

est donc très-simple, tant que les exposants m, n , sont des nombres entiers. 
Si ces exposants sont fractionnaires , ayant 2 pour dénominateur , l’intégrale 
revient à la quadrature du cercle. Dans tous les autres ca9 , ce sera une 
affaire de facultés à exposant fractionnaire ; on les évaluera sans difficulté, 
moyennant les règles du chapitre précédent. - 

PROBLEME. 

7. Ayant — V p° ur premier terme de la série qui exprime la diffé- 

^ 1 V y — Sin. A 

r J ~D c 

rentielle - la densité de Pair Y se trouvant égale à e , trouver Tinte- 

cù 

grale de ce premier terme , prise de manière qu'elle s'évanouisse pour v=Sin.A; 
T angle A différant peu de qo°. 


QUI approchent de L HORIZON. Il5 

SOLUTION. 

S. Faisant 1 — vv = xx, et Xz=[/ (i-xæ) - S in. A , la différentielle 
Xic xdx 

proposée deviendra c dx. Ayant donc dX=z — ^ ^; et cette 

fonction devant s’évanouir pour x — o , ce qui donne v = i, supposition 
qui par les conditions du problème diffère peu de v = S in. A , on fera 
K=l i—Sin.A , et on aura ctzzz 1 — 1/ (i — x x),* d’où l’on tire x = l/ 2 ct y 

multiplié par 1 — J c* —^ c * e ~ ^ c * t% ~ etc ’ ; et d x = d t\S 2 c, 

— x:* 1. 3 I: * 1.1.5 , 3 : * 1.1.3. 7 3 5 :* 

multiplié par 1 r —— et — —ç c e - —- g - c * — etc. 

X\c K'.c —1 : a — T 

L’on aura enfin Je dxz=ie 1/2 c, multiplié par | [T e d T 

- cfT e dt-\-etc.— ift e dt + — cft e dt — etc.; 

2.4*^ " 2.4 

la quantité Tétant égale à ^ ; et les intégrales étant prises depuis T 

infini, et t infini. 

g. Le premier terme de la réfraction astronomique est ce que devient 

X.c ... 1 

Je d x 3 dans le cas de v = o , qui est celui de X = 1 , et de /=— . 

L’intégrale se trouvant réduite alors à la constante seule, la réfraction 
astronomique à des hauteurs très - approchantes de l’horizon sera égale à 

u\/<1 1 — Sin - A — I .•2—7’ k 3 i:i —T 

e C y multiplié par \JT e dT—^c/T e dT 
-J- etc. etc . 

10. Le cas de A zz go° donne la réfraction horizontale : son premier 


. , , , « 1/2 . . I 1 ^ il I I.IC- i/t 

terme sera donc égal a ■ ^ - , multiplie par 1 — — 1 — g - l ' ~~ eic •» 

ce qui se réduit à - multiplié par 1 — Je — | c 2 — ———- c 3 

^ 1/ qc r r 8 8.16 8. 16. 24 

— c* — etc. Supposant eo=: 0,000275 ; et la soutangente aux den¬ 
sités conformément à ce que nous en avons dit dans le premier chapitre, le 
second terme de cette série ne s’élèvera pas à une seconde entière. Ainsi, 
supprimant ce second terme, le premier membre de la réfraction horizontale, 

P 2 
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.'j T1 _ 


qui est multiplié par u, sera réduit Il n’est pas teins encore d’in¬ 

sister sur cette formule; nous remarquerons seulement, que son second 
terme ayant été trouvé assez petit pour être supprimé, on peut en agir de 
même avec toutes les réfractions très-approchantes de l’horizon ; elles seront 

donc généralement égales à ^ —, multiplié par J T 2 e~~ T d T ; ayant 

T =:- ^ , et l’intégrale étant prise depuis T infini. 

PROBLEME. 

11. Ayant—pour second nombre de la sérié qui exprime la diffé¬ 
rentielle —? , et Vangle A différant peu de go°, déterminer Vintégrale de ce terme, 

Où 

prise de manière qu'elle s'évanouisse pour x = A. 

SOLUTION. 

12. La différentielle -- , est celle de-—-. Ainsi, supposant 

(i—vv) 3 - 2 \X (î —vv) 

V 3C X 

,-7-7--v = x , ce qui donne v v = —--, faisant de plus X=v — S in. A , 

V 0 —vv) T 1 -fxx r ’ 

X: c 

la différentielle proposée se changera en e d x. De plus on trouve 
d x 

d X = dv q——yy- ; expression qui s’évanouit pour un x infini, ce 

qui répond précisément à v= 1 ; supposition qui diffère très-peu de vr zzSin.A, 
conformément à la condition du problème. On fera donc Kz=z 1 — Sin. A ; 

et on introduira la nouvelle variable /, telle que ctz=z\ —_ X d’où 

V (1—XX) 

l’on tire x l / 2 ct = 1 — J et — £ cc tt — c 3 p _ ^ c 4 t * etc% . çt 

ïdx |/ 2 c=zd multiplié par— f _3: - — \ct~ 1:z — c s f T:a —? c 3 /3:2 

4-8 4.8.12 

•3T • ^ IC S C - g . g y» 

etc. On aura 2 Je dx\X 2 c=z e , multiplié par —J T c dT— 

— 3 : a —t 

etc.+Ji e dt-\-etc. les intégrales étant généralement prises depuis t 
infini et T infini ; et T étant égale à i-T é, 
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13. La réfraction astronomique est encore ce que devient cette intégrale 

dans le cas de v=o, ou de tz=—. Elle sera donc égale à -î~—, multiplié 

c 2 l/s c 

— 3:2 — T 

par —fT e d T — etc. Dans le cas de A = 90°, qui est celui de la 

réfraction horizontale, les facultés prennent la place de toutes ces intégrales; 

. \ . u _ \ 1 1 

on aura pour expression de cette réfraction , — ^. -, multiplié par 1 2 — 

i/t 1 - 5 II 1 1 - 3 • 7 |/I . . , «I / TT 

* c-1 ' -J78 1 4 "jn c - etc -> ce i ul se reduu a i7T7’ 

, . , 3-5 9 - 5 - 7 , 9 - 23 . 7. g 

multiplie P ar 1 5 e sTTô CC STTÏÏ^Ï C ~ 8TT 6.24.31. C ~ e ' C> ’’ Ct œ qUl 

se trouve absolument identique avec la série du problème précédent. 

PROBLEME. 

Yv dv 

14. Ayant — npi iss pour terme general de la série qui exprime la diffe- 

(wv) 

c d R 

rentielle - , on demande Vintégrale de ce terme , prise de manière qu'elle 

s'évanouisse pour v zzzSin. A ; dans le cas oh A diffère peu de l'angle droit. 

SOLUTION. 
vdv 1 

15. La différentielle «►pua est celle de « —. x : a , divisée par 

(1—vv) (i-vv) 

2 n — 1 • Donc , si on la suppose égale à d x , afin de réduire l’intégrale pro- • 

X:C , 

posée à —e dx , on auraX=V — Sin.A , et d J x=zdv= \ l ~ vv ) __j 

v 

expression que la supposition v — 1 , supposition qui par la condition dü‘ 
problème diffère très-peu de v = S in. A , rend égalé à zéro. Donc, faisant 
K = 1 S in. A , il nous faudra tirer x de l’équation ct - — 1 — v; ou 

1 — vv — 2 ct — cc tt. Nous avons (3 n— 1) x= (1—vv) * . ce qu £ 

_ 2 

donne 1 —vv= ( (q zî— i)x) ; nous avons donc l’équation (2 n— 1) 


(ict — cctt) a ; qui donne d x .=— (ict — cctt) (c — c ct) dt. 

X:c —illi. 1 

L’intégrale de la différentielle proposée sera donc celle de e (2 c *-cc tt) * 

(c— cct) e~ f du 
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16. Les exemples précédens nous ont déjà instruit que pour les besoins 
qu’exige le calcul des réfractions, on peut parfaitement s’arrêter au premier 
terme de la série; les autres ne pouvant jamais aller à une seconde dans le 
cas de leur plus grande valeur. L’intégrale de la différentielle proposée se 

__ y 

réduira donc à la différence des deux intégrales JT a e d T — 


_ 9 1 — t K:c a _n — i 

Jt 2 e d t , multipliée par e , et divisée par Q ( 2 c) 2 . La 

supposition v = o fera évanouir la seconde des deux intégrales: on aura 
donc l’intégrale proposée , depuis v = S in. A jusqu’à V = o , égale à 


K-.c _ T 

t [T 2 e , 
puis T infini jusqu’à T 


divisé par 2 (a c) 
— S in. A 


l’intégrale étant prise de- 


17. Enfin dans le cas de A =^=90°, qui est celui de la réfraction horizon- 

— t 

taie, on aura K=o , T= o ; et l’intégrale J T * e d T devant 
être prise depuis T infini jusqu’à T=zo } on aura celle de la différentiels 

— .i/i 

1 a . 

proposée égale à- % n - La faculté qui constitue le numé- 


(2 72 — 1) (2 c) * 


rateur, se réduit à 


__ J/j 

ni — s 


; ou bien à - 


" — 1 / 

■ 2 [/ 7 T 


n I 2 


; le signe moins re¬ 


gardant les n pairs, le signe plus les n impairs . On aura donc l’intégrale de 

Yvdv 

la différentielle proposée — if^TTâ ? dans le cas de A == 90°, prise 

(1-vv) 

nli n—i 

depuis v=i jusqu’à v = o, égale à + \/ n , divisé par 1 c \A 2c; le 
giane plus regardant les exposans pairs ; le signe moins les exposans impairs . 


18 Voyons les cas particuliers. Nous aurons 
Yv dv _ , j/’ C7T 

— *VT‘ 


l’intégrale de — 

Yvdv __ 


celle de — 


(1 —vv) 


l/ TT 

j/Tc* 
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Yvdv _ . \/ 7 r 


celle de — 
celle de — 
celle de — 


~ 

— vv) 5:2 


Yvdv 

(1 

— vv ) 7:2 


Yvdv 

~ ô 

-vv) ÿ:3 


Yvdv 


|/ 7T 

3.5 cc ]/ 2c’ 

j_ V n 

3.5.7 c J l/ 2 C 

_ \/ 7r 

3 . 5 . 7. 9 c 4 \/ 2 c 


(i-vv) 1I:î 3 . 5 .7.9 

COROLLAIRE. 


Y m v d v 

IQ L’intégrale 'de — - : 2 découle naturellement de la précé- 

v (i_vv) 

v — Sin. A 

dente. Comme Y n’est autre chose que e c:/ ” , on n’aura qu’à mettre 

£. à la place de c. Cette intégrale , prise depuis v = Sin. A jusqu’à v = 0, 

772 

n — i 

deviendra donc dans le cas de A== 90°, égale à ± m 1 / m*, divisé pat 

n I 2 n— 1 

1 C 1/2 C. 

PROBLEME. 


20. Trouver Vexpression complette de la refraction horizontale. 

SOLUTION. 

21. Il n’y a qu’à faire l’intégration des différens termes de la série différeru 
tielle d R , donnée en II. 3 o. moyennant la formule qu’on vient de donner. 

Faisant — ou — = 72, on aura la réfraction horizontale égale à \/ \ n ut > 
c s 

multipliée par une série telle que 1 A n -j- B n~ -f- etc. ; les coëfficien 9 

A , B, C etc. étant des nombres absolus, dont les valeurs sont 

A = 2 l:î — J; 

2 B = 3 3:î — 2. 2 3:2 -f- 1; 

6 C = 4 < :a - 3 . 3 V* + 3 . 2 < ;2 - 1; 

24 D = 5 7:a — 4 . 4 r:a 4. 6. 3?:* — 4 . «7* + 1; 

120 E = 6 9:a — 5. 5 9 ' 2 +10. —10. 3 9:2 + 3 . 2 9:2 — 1. 

22. L’on peut donner à la série 1 -\-An-\- B n-\- etc . la forme suivante; 
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elle en devient plus simple en apparence', mais elle convergera moins: 


— n 1:2 — 2/i 

e 2 -f -ne 


3 --a 2 — à n . 5 : 2 S — 4 " , 

+ 3 ' n e +4 ri e + etc. 


q3. Nous avons donné en I. 4 7 * les valeurs numériques des coëfficiens 
A, B , C, D etc. avec ceux de leurs logarithmes. Les voici encore 
A = 0,414214; Log. A = 9,6172248; 

B =■ 0,269649; Log. (B: A) = 9,8135740; 

C = o, 200865 ; Log. (C : B) = 9,8721055 ; 

D —- 0,160253; Log. (D : C) = 9,9019018; 

E = 0,132935; Log. ( E:D) =z 9,9188332. 


EXEMPLE. 


24. Le citoyen Laplace dans VExposition du système du monde , a supposé 
^ = 24080 pieds; et «= i 83 sec. faisant 0,0002874 en parties du rayon , à 
la température de 28 pouces de hauteur barométrique, et à o dégrés du 
thermomètre. D’après ces données il a calculé la réfraction horizontale , en 
y employant une formule que cet illustre géomètre rendra publique sans 
doute dans sa Aîechanique céleste ; il a trouvé qu’elle devoit être de 73oo sec. 
en supposant que dans toute la hauteur de l’atmosphère la densité de l’air 
est proportionnelle au poids qui le comprime. En attendant que cette for¬ 
mule parvienne à la connoissance du public, appliquons à ces memes don¬ 
nées la formule dont nous venons de faire la démonstration : (i-J-y! n-\-B 72 3 -f- 
etc.) l/\nu> 7 T. Nous aurons 

Log. h (en toises) z= 3,6035016; 

Log. a (en toises) = 6,5154927 ; donc 

Log. c :- — 3,088008g. Otez de 

Log. u = — 4?45^4568. Il restera 
Log. n — — 704479 5 

ce qui donne 1,11514 pour valeur exacte de la série 1 -j- A n + Bnn -{- etc . 
ayant pour logarithme 0,0473294. On a de plus 
Log. où = — 4,4584568; 

Log. n = — 1,3704479; 

Log. 7 T =±= 0,4971499; donc 

Log. nu TT = — 4,3260546 ; dont ôtant 

Log. 2 == o, 3 oio 3 oo; il restera . 

Log.{nu^r ■—■ — 4)0250246. 


On 
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On aura donc — 2,0125123 pour logarithme de la racine quarrée de | tiur; 
auquel on ajoutera celui de la série 1 —j~ ^4 /1 —j— etc. et on aura — 2,0598417 
pour logarithme de la réfraction horizontale , exprimée en parties du rayon. 
Si on veut l’avoir en secondes de la nouvelle division, on y ajoutera le lo¬ 
garithme de —° 000 , et on trouvera 3,8637218. La réfraction horizontale 

7 T 

sera donc égale à 7307 secondes de la nouvelle division; ce qui se trouve 
parfaitement conforme au calcul du citoyen Lapla.ce. 

25. Quant à l’application de cette formule au calcul et à l’analyse de» 
tables, nous renvoyons le lecteur à ce que nous en avons dit dans le pre¬ 
mier chapitre. Il y verra les réfractions horizontales des trois tables dé Bou~. 
guer pour la zone torride, dans l’accord le plus parfait avec notre formule; 
il fera cette même remarque sur la table de Newton. Passant ensuite aux 
tables de la Caille , la Lande et Bradley , il trouvera qu’en adoptant pour ce» 
trois tables la soutangente barométrique h — 4218 toises, qui répond à dix 
degrés de Réaumur , et calculant d’après cette-dontiée et la fraction o>, ré¬ 
fraction à 45* de hauteur, la réfraction horizontale, la table de la Caille 
laissoit entre le calcul et l’observation une différence d’un tiers , celle de la 
Lande , d’un sixième , celle de Bradley , d’un dixième. Il en tirera la consé¬ 
quence , ou , que ces différences ne sont dues qu’à la difficulté généralement 
reconnue d’observer avec précision la réfraction horizontale , et celle de 45* 
de hauteur, et qu’ainsi elles ne prouvent rien contre la supposition natu¬ 
relle d’une élasticité spécifique constante: ou bien , que cette supposition, 
admissible dans la zone torride, ne l’est pas dans les zones tempérées, et 
qu’il y faut substituer celle d’une élasticité spécifique décroissante. 

26. Au sujet de cette dernière ffiypo thèse, je repéterai que l’élasticité spé- 

— x: g 

cifique de l’air étant représentée par e , la densité pouvoit très-bien être 
représentée par les ordonnées d une nouvelle logistique , dont la soutangente 

s, égale à -&A., différoit d’autant moins de la soutangente ordinaire h , que 
g— h 

la véritable disposition des couches atmosphériques approchoit davantage de 
la supposition d’une élasticité spécifique constante ,. qu’alors, faisant iizz: n, 

la formule (1 4" A 72 '+ Bri 1 -^- etc.) \,/\ ur nr, faisoit connoître la réfraction 
horizontale avec une très-grande précision, conformément aux observation». 

2 
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07. Comme la série 1 -\-A n-\-B tz* + €tc • est essentielle pour le calcul des 
réfractions approchantes de l’horizon, je déclare que je désignerai cette série 
par Fn, La réfraction horizontale sera donc égale à F n, n tt) ; ou 

tien à nFn, 1/ — • On trouvera dans la quatrième des tables qui se trou- 
2 a 

vent à la fin de cet ouvrage, lès valeurs de Fn, et les logarithmes de F n, 
qui répondent aux différentes valeurs de n, depuis 72 = 0,300 jusqu’à o,i 5 o. 
Et quoique la progression [des premières [différences de ces derniers ne pa¬ 
roisse pas avoir toute la régularité qu’on pourroit désirer à la rigueur , ce¬ 
pendant l’erreur qui peut en résulter sur le calcul des réfractions, ne sera 
jamais d’un dixième de secondes. 

28. Désignant par b la hauteur du baromètre en général, et par B, H , 
W ce que deviennent les quantités b , h, «, à la température de 28 poil, 
barom. et 10 dégrés de Reuumur , on aura a : W = b H: Bhi ce qui donne 

n — WH a b - W H ah (g-ph ) . ex p ress i 0 n qui dans le cas d’une élasticité 

hsB g h h B 

spécifique constante se réduira à — [ f Dans ce dernier cas, la fraction 72 
x h h B 

est donc directement comme la hauteur du baromètre b , et réciproquement 
comme le quarré de la soutangente h, proportionnelle à'l’élasticité spécifique 

de l’air. La fraction ^ ^ a doit ctre regardée alors comme une quantité 

constante; ayant pour logarithme 5 ,1327740 conformément à la table de 
Bradley. La réfraction horizontale alors sera égale à nFn, multiplié par la 


racine quarrée de 13 . Le logarithme de la racine quarrée de est égal à 

— 4,8403136. La réfraction demandée se trouvera exprimée en parties du 
rayon. Si on veut l’avoir en secondes de la nouvelle divisa on, faisant chacune 
un millionième du quart de circonférence, on n’aura qu’à supposer le loga¬ 
rithme de la racine quarrée de 13 , égal à 2,6441937 au lieu de— 4,8403 136. 


EXEMPLE. 

29. Le ihermometre étant à huit degres au-dessous de la gtace, le baromètre 
à 19 pouces et 9 lignes , on demande la refraction horizontale ? La table de I. Sa 

donne pour ce cas 
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h — 3884,65 

5 = 4332 , 2 . 

On a de plus b z=z s8,75. On trouve donc 
Log . h — 3,3893463 ; 

Log . s z=z 3 , 6563091 ; 

Le g» h s = 7,2 45 655 4; 

Otez de Log. b z= 1,2955671 ; 

Reste —6>°49Qii7; 

Ajoutez 5,1357740; 

Cela donne 9,1826857 pour le logarithme de n. Ainsi n= 0,152295. La 
table donne 

Log. F n z=z 0,0294424; ajoutant 

Log. n z=z 9,1826857; 

Log.[/ s = 1,8281545; 

2,0441937; 

Le logarithme de la réfraction horizontale devenant ainsi 3,680475, ; cette 
réfraction se trouvera être 4836 sec. ,* ce qui fait 26' 7". 

30. Ce calcul nest nullement difficile, mais il est très-certainement dé¬ 
fectueux, en ce qu’il suppose que, le dégré du thermomètre étant donné, 
on peut déterminer l’élasticité spécifique de l’air , moyennant le* principe* 
de la progression arithmétique , en y appliquant les données tirées de l’ob¬ 
servation de de Luc , sur lesquelles la table de I. 86 a été calculée. Cela 
est absolument destitue de fondement. Nous ne répéterons pas ce que nous 
avons dit là-dessus dans le premier chapitre; nous dirons seulement, que 
le seul moyen de prévenir les erreurs sans nombre , que cette théorie en¬ 
traine nécessairement, c’est de se servir du manomètre. La graduation de 
cet instrument fait connoitre tout de suite le nombre m y rapport de la den¬ 
sité de l’air à celle du mercure ; ensuite, multipliant la hauteur du baro¬ 
mètre b par ce nombre, on aura la soutangente à avec infiniment plu* 
d’exactitude, que la théorie ordinaire ne pouvoit la donner. 

3 1. Pour appliquer cet instrument au calcul des réfractions, voyons d’a¬ 
bord la valeur de a , qui répond à 10000. Supposant le baromètre à 28 
pouces, on aura alors la soutangente h égale à 280000 pouces, ou 3889 
toises. Si elle avoit été égale à 4218 toises, on auroit eu alors a = 5§ /, g ou 
0,00027 5 . On trouvera donc la valeur de que nous cherchons, par la 

Q * 
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proportion suivante 388 g : 4218=0,00027 5 : W ;ce qui donne ^=0,0002982; 
ou 190 sec. On aura de plus Log. 4 s 474 ^ 12 - 5 * 

3 q. Ainsi donc, si l’on veut se servir du manomètre dans le calcul des 
réfractions, on trouvera d’abord le logarithme de «, en ôtant de 0,4746125 
le logarithme du nombre, indiqué par le manomètre. Multipliant la hauteur 
du baromètre par ce môme nombre , on trouvera h , soutangente barométri¬ 
que. On aura enfin s , soutangente des densités, par la formule s = 

Ou bien, désignant par K le nombre 2,9827 ; et par t le nombre du mano- 


K 

métré, il y aura u = — ; 

aK ( g-bi ) 

n = --f-- i 

gb tt 

et la réfraction horizontale alors sera égale à F n, multipliée par la racine 
quarrée de 71 On peut remarquer que Log. = 4,4131344; la hau- 

teur barométrique b étant exprimée en pouces. Quant au logarithme de la 
racine quarrée de , on le supposera 0,3333662 , si on demande la ré¬ 
fraction en parties du rayon ; et 6,1392463 , si on veut quelle soit exprimée 
tout de suite en sec. 


EXEMPLE I. 

33 . Supposant le baromètre à 20 pouces , et le manomètre à 14437 , déterminer 
la refraction horizontale? On trouve d’abord b /= 4010 toises ; et g—ô £=231 73 . 
Pour trouver n , 

Log. t = 4,1594770 

Log. tt = 8,3189540 

Log. b z=. i, 3 oio 3 oo 

Log.btt = 9,6199840. Otez de 

Log. ( g—bt ) = 4,3649823. Il restera 

—6,7449983. Ajoutez 
4,4131344. Vous aurez 
Log . n =—1,1381327. 

On aura donc n = 0,143924; ce qui donne 

Log. Fn 0,0277007. On ajoutera à cela 
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Log.\/ n = 1,5790663; et de plus 
6 ,139246,3 ; ce qui fait 
5 , 756 oi 33 . On en ôte 
Log .\/1 = 2,0797385; il reste 

3,6662748 pour logarithme delà réfraction horizontale. 
Elle sera donc égale à 4637 sec. ce qui fait 25' t!'. 

EXEMPLE IL 

34. Le baromètre se soutenant à 28 pouces , 6 lignes ; et le manomètre mar¬ 
quant 10864 , on demande la réfraction horizontale ? On trouve h ou ^ = 3998 
toises ; ce qui donne g —b t = a 3 iS 5 toises. Donc 

Log, t 4,0359898; 

Log.ttz=z 8,0719796; 

Log. b= 1,4532459; 

Log.btt=z 9,4952255. Otez de 
4,4131344. Il restera 
—6,9179089. Ajoutez 
Log. (g — bt ) =r 4 , 365 qo 7 i; vous aurez 

Log. n = —1,2831160; ce qui donne n o, 19118 ; et 
Log.Fn =r 0,0378821. Ajoutez 
Log.l/nz=z —1,6415580 ; et 

0,3353662 ; vous aurez 
0,0148063. De quoi ôtant 
LogX^tzn. 2,0179949; il restera 

— 3,9968114 pour logarithme de la réfraction horizontale; qui sera par con¬ 
séquent égale à 0,009927 ou 8". 

EXEMPLE III. 

35. Le baromètre étant à 28 pouces , 9 lignes; et le manomètre marquant 
9000, o/! demande la refraction horizontale? Cela donne h ou bt = 359375 
toises; et de là g — b t 23589,62 toises. Donc 
Log. t = 3,9542423. 

Log. tt = 7,9084850; 

Log. b = 1,4586378; 
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Log.btt = 9,3671223- 0t£Z d * 

4,4131344. Il restera 
—5)0460 116. Ajoutez 
Log-(g-bt)= 4,3727206. Vous aurez 
Log. n = -1,4187 3 ** ; ce qui donne 
n =2 0,26226,* et 

Log. F n = 0,0537430, Ajoutez 

Log.\/n = —1,7093661 ; et 

0,3353662 vous aurez 
0,0984753 ,* de quoi ôtant 
LogVt = i,977i2i3; il restera 

— 2,i2i3540 pour logarithme de la réfraction horizontale; qui sera par con¬ 
séquent égale à 0,013224 ou 45' 28". 

, 6 . D ans ces exemples j’ai supposé que la valeur de « , répondant à 
tz~ ioooo, étoit 61 f secondes. Cela est fondé sur ce qu’à la température 
des caves ’ et 28 pouces de hauteur barométrique, la réfraction de 45 0 étoit 
conformément à la table de Bradley. On a déjà remarqué que les au¬ 
teurs différoient considérablement entr’eux à cet égard; ce qui ne paroitra 
pas surprenant, vu que le baromètre et le thermomètre ne suffisent pas en¬ 
core pour déterminer la densité de l’air, à qui la réfraction de 45° de hauteur 
doit être proportionnelle. Les observations de ce genre exigent absolument 
l’usage du manomètre ; il importeroit infiniment de savoir avec précision la 
réfraction astronomique à 4 5° de hauteur apparente, qui répondrait à une 
certaine division bien déterminée de cet instrument. Et s’il se trouvoit, qu a 
/ -10000 on eut oi = 57 ,/ au lieu de 6. \ secondes, on auroit la satisfaction 
de voir, que g devenant infini, et les deux soutangentes k, s se trouvant 
confondues ensemble, le calcul fondé sur la supposition d’une élasticité spé¬ 
cifique constante, répond parfaitement à l’observation, au sujet de la ré¬ 
fraction horizontale. 

37 En suivant les idées généralement adoptés en physique jusqu ici , sur 

la marche que prend l’élasticité spécifique de l’air, pour les différens degré* 

, , __ calculé ta table suivante, faisant connoître les ré- 

du thermomètre , j ^ ... 

fractions horizontales, exprimées en secondes de la nouvelle divtsion , qu. 

répondent à des températures différentes, le baromètre étant constamment 

supposé à 28 pouces de hauteur. 
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Dégre's de Reaumur, 

3o.. 

*6 . 

2 2. 

18.. ...... 

14 .. 

10. 

6 .. ...... 

Q. ...... . 

. 0. 


Refraction horizontale . 

. 5*53 

.5407 

.......5567 

. 5734 

. 59 10 

.6098 

...6296 

. 65 o 3 

.6722 

-...6g53 




— 10...7200. 

38 . Un coup d’oeil sur cette table nous apprend combien il s’en faut que 
les réfractions horizontales suivent le rapport simple des densités. Dans 
cette supposition, les réfractions à 3 o° au-dessus, et io° au-dessous de la. 
glace , seroient entr’elles dans le rapport de 21 : 25. Nous les trouvons au 
contraire dans le rapport de 8 : 11 , ou plus exactement de 27:37, qui est 
à très-peu près celui des quarrés de 21 : 25. 

3 g. La partie de cette table, qui appartient à des températures au-dessus 
de la glace, répond fort bien aux observations. Il n’en est pas de même des 
températures au-dessous de la glace. Il paroît certain au contraire par les 
observations les plus exactes, qu’à des froids très-rigoureux, les réfractions 
astronomiques s’écartent absolument de la série qu’on vient de trouver. 


OBSERVATIONS. 

40. Le citoyen le Monnier , dans Vexamen des causes générales , des prin¬ 
cipes de physique et de ce qui a porté les observateurs du siècle précédent à publier 
dts tables de réfraction qui diffèrent les unes des autres pour les mêmes hauteurs , 

Mém. de Vacadémie, année 1780, a rassemblé les observations suivantes : 

„ Le 2 Janvier 1 7 ^ 5 ? au matin,, par un grand froid, à j h 52' 2>?“ | de 
„ tems vrai, le bord supérieur du soleil étoit élevé de o° 25' 35": d’où j’ai 
„ conclu , dit le Monnier , la réfraction à ce moment là, et à cette hauteur 
„ apparente , de 34 5"; et de 40' au moins pour la réfraction horizontale. 

„ Le jour suivant, l’air étant encore pl us f ro id, à 7* 4 »' 18" de tems vrai, 
1, le bord supérieur du soleil a paru élevé de six minutes $ or le calcul des 
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«, réfract ons donne à cette hauteur apparente 44' 43"; et 45^ au moins pour 
„ la réfraction horizontale. 

« Le 2 Janvier 1675? à un degré de hauteur apparente du bord supérieur 
„ du soleil, Picard avoit essayé un calcul qui lui donnoit la réfraction de 
,, 23' o"; je la trouve, en y employant des.élémens plus exacts, de 26' 10" 
„ à 7 a 57 / 56 7 1 de tems vrai ; de même le jour suivant, à o° 3 o' o", les ré- 
»• fractions tant du bord supérieur que,du bord inférieur du soleil, se sont 
„ trouvées de 34' 34", et 4"; ce .qui indiquqrpib pareillement au moins 
« 40', ou bien un accroissement ejaQo.m plus çonsidérable dans la réfraction 
„ horizontale. : . .—. 

„ Enfin le calcul me donne le même jour, à 4 0 3 o' et 5 ° de hauteur 
«w apparente, la réfraction comme il suit: le 2 Janvier de 11 / 27" et io'6 7 ; 
„ et le jour suivant de II* 20" ~ et 10' 25". Mais du plu9 grand froid au plus 
„ grand chaud des années 1738 et 1740 je n’ai plus trouvé que deux mi- 

nutes de réduction dans l’effet de la réfraction à cette hauteur de 4 0 40'; 

Cela diffère déjà beaucoup de la variation de 12' à i 3 ' à notre horizon ; 
M d’où il est aisé de conclurre , que les différentes densités de l’air et son 
„ dégré d’élasticité, si variable par les effets de la chaleur, n’influent considéra- 
„ blement qu’aux approches de l’horizon , n’étant assez sensibles que sur les 
„ réfactions horizontales, qu’on avoit trop négligées. 

„ Le 20 Janvier 1765 , à l’observatoire royal , le quart de cercle étant 
„ pointé aux environs de l’horizon d’hyver , le fil à plomb indiquoit o° 2' 3 ^ 
„ de hauteur ; or on trouve à la page 98 de V histoire céleste , qu’à 7* 40' ao" 
„ et 7 h 43' 40' de la pendule, les bords supérieur et inférieur du soleil ont 
„ paru sur le fil horizontal de la lunette du quart de cercle: il étoît alors 
«1 7 /l 5 l " et 7 h 35' 11" de tems vrai ; je trouve la réfraction qui appro- 

„ choit fort de l’horizontale, en ces momens-là, de 46' \\et de 50' 33 7 . 

On trouve aussi qu’immédiatement après la 9eçonde observation, ou 
„ une demi-minute après, le diamètre vertical du soleil ne paroissoit, le 
„ disque étant sans doute elhptique , que sous un angle de 19' 52". 

,, Le froid du mois de Mars a donné encore le 20 au matin de grandes 
%» réfractions au lever du soleil; et il y a apparence que c’est à la fin deJan- 
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„ vier que nous éprouvons ordinairement les plus grandes réfractions, comme 
„ il a été vérifié une seconde fois par Cassini , dans les mémoires de cette 
», année-là. »» 

La plus grande réfraction , dont les annales de l’astronomie fassent men¬ 
tion, est celle qui a été observée par les Hollandais , en i 5 g7 , à la nouvelle 
Zemble, par 76 degrés de latitude. Écoutons de la Lande : ♦> Le Morutier 
,, assure, qu’il a reconnu par le journal des observations, imprimées en 
„ 1 55 q , que le Q4 et le 27 Janvier 1597 il y avoit plus de quatre degrés et 
demi de réfraction, et qu’on a eu tort de vouloir expliquer ces observa- 
,, dons , ou les révoquer en doute , ou y soupçonner de l’erreur , comme 
„ l’ont fait la plupart des astronomes, Kepler , Cassini , Scotto , et en dernier 
, f Heu M. le Gentil , Voyages dans les mers de l'Inde, tome I. pag. 395. 

„ II. 832 . Il a soutenu qu’il y avoit erreur dans les observations: et il a lu 
„ un mémoire à ce sujet, le 5 Avril 17S0. S’il n’étoit pas si difficile d’hyver- 
„ ner à de pareilles latitudes, on pourroit espérer des observations, capable* 

„ de lever tous les doutes. ” 

REMARQUE I. 

41. Comme on ne peut guères révoquer en doute la formule 
(1 -|- A n -j- Bié -f -etc.) |/ \un7r , résultat d’une solution rigoureuse , fondée 
sur une théorie qui est étayée elle-même par un nombre plus que suffisant de 
faits, la différence entr’elle et les observations qu’on vient de rapporter, 
ne peut retomber que sur la soutangente des hauteurs barométriques h , 
proportionnelle à cette élasticité spécifique de l’air, dont nous sommes bien 
loin de pouvoir déterminer avec précision les rapports avec la marche pro¬ 
gressive du thermomètre. Il faut en conclurre que l’élasticité spécifique de 
cet air, lorsqu’il est parvenu une fois à un certain dégré de froid, et chargé 
d’une certaine proportion de vapeurs aqueuses , décroit avec bien plus de 
rapidité que ne le comporteroit la progression arithmétique, qu’on adopte 
généralement. On en jugera par la table suivante , dans laquelle j’ai supposé 
la soutangente h successivement égale à 40où, 3 SooY 36 do etc. toises, en 
câlculant de même la réfraction horizontale tjùi lui convient d’après la k 

formule. 

R 
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Soutangente h. 

Refraction horizontale . 

4000 toises .. 

. 36' 

> 4 " = 

6709 sec. 

38oo . 

. 39 ' 

47 " = 

7367 

36oo . 


58 " — 

8141 

3 ^oo . 

. 48' 

59" = 

9070 

3aoo. 

- 55 ' 

l" = 

10207 

3ooo. 

.. . i° q' 

46" = 

1 i6a3 

2800. 

. . . 1 ° 12 ; 

37" = 

1 J447 

fi 600 . 

. . 1 ° 25 ' 

5 '" = 

15895 

2400 . 

...i° 44 / 

H 

AI — 

19404 

2200 . 

. . . 2 ° iq' 

4 \ — 

2 1950 

2000 . 

.. .3° ii' 

59 " = 

35552 

1900 . 

.. . 4 ° 8 ' 

3." = 

460S0 

1 S 80 . 

.... Injme . 

Infinie. 


REMARQUE II. 

42. Je dois rendre compte d’abord de la construction de cette'table- 
Comme la convergence de la série 1 -f- A n -f B n '-f- etc . cesse d’être sen¬ 
sible , dès que la soutangente h se trouve au-dessous de 3000 à 2400 toises, 
on s’est servi, pour en déterminer la somme avec quelque précision, de 
l’avantaee que procure la progression des çoëfficjens A , B, C etc. qui dès 
le second terme devient sensiblement géométrique. Donc , désignant par o 

CD . , , . , . , 1 -(p-Â)n-{Ao-B)n* 

le quotient ^ ou la stmme de cet eserie deviendra-- - - “ i 

1 — AI n — M Nn 2 

que l’on désignera par- 1 —n o ’ a J Tant 

Log. 0 = 9,8721055; 

UgM — 9 5 1 94 3 5 

Log. N = «j,o7o5()Oi. 

REMARQUE III. 

43. Désignant ensuite par W , H , ce que devient la fraction *7, et la 
soutangente h à la température des caves, ce qui donne H=z 421S toises, 
^ = 0,000275 (la hauteur du baromètre étant supposée à 28 pouces) on fera 

Lrg. p = 6 , 5799 3 ao = Log. W Ha; 

L(g . q = —4*8403136 = Lcg. 
















QUI approchant de l'horizon. l3l 

Ensuite, faisant de plus d = ; mz=z~^; S =zm q\/j , la réfraction 

j v {\—M n — M N ri 1 ) S T , 

demandée deviendra égalé a-. Je dois observer que 

i — no n 

cette formule la donne avec une très - grande précision. 


HE MARQUE IV. 

44. Cette table nous apprend , qu’en prenant pour unité l’élasticité spé¬ 
cifique de l’air au terme de la glace, il suffit qu’elle ait diminué d’un 
vingtième, d’un sixième, d’un quart, pour que la réfraction horizontale 
aille à quarante, à cinquante, à soixante minutes. En suivant la règle 
ordinaire , cela ne pourroit arriver qu’à onze , à trente-sept, à cinquante- 
cinq dégrés au-dessous de la glace, tandis que le plus grand froid qui ait 
jamais été observé à Paris , celui de 1709 , nest jamais allé qu’à quinze 
dégrés. Les expériences faites avec le manomètre nous apprendront, que de 
telles élasticités spécifiques se rencontrent à des dégrés de froid qui ne sont 
nullement extremes; pour peu qu’un air soit chargé d’une certaine propor¬ 
tion de vapeurs aqueuses, à quelques dégrés au-dessous de la glace , il peut 
très-bien perdre un quart, et même un tiers de son élasticité spécifique. 

REMARQUE V. 

45. La soutangente barométrique étant de 1SS0 toises, ce qui suppose une 
élasticité spécifique réduite un peu au-dessous de la moitié de ce qu’elle étoit 
à la glace, la réfraction horizontale devient infinie, la fraction n se trou¬ 
vant alors réduite à l’unité, ce qui arrive lorsque hz=z\/ p y ou plus exacte¬ 
ment Jv=i\/ p — Il faut observer , que le rayon osculateur au sommet 

. sa 

de la trajectoire se trouvant exprime par — ou —, il se trouve précisément 

égal au rayon de la terre, dès qu’on a n = 1 , ce qui arrive lorsque 
h = 1 /a WH. Alors le rayon de lumière qui s’est élancé d’un point quel¬ 
conque de la surface du globe, dans la direction de sa tangente, se trouvant 
oblige de rester attaché à cette surface, et d’en suivre exactement la cour¬ 
bure , il nest pas étonnant que pour ce cas le calcul indique une réfraction 
horizontale infiniment grande. Il l’est encore moins qu’à une latitude de 
76 ° les Hollandais l’aient trouvé égale à quatre dégrés et demi ; je dois 

R a 
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ajouter même , que pour avoir de pareilles réfractions, il n est nullement 
nécessaire d’aller au Nova-Zemlaja, et que souvent nous en aurions dans 
nos climats , si les vapeurs dont l’air est chargé, ne nous empêchoient pas 
alors de discerner les objets éloignés. 

46. Il nous reste à dire un mot sur les réfractions horizontales , observées à 
des élévations différentes au-dessus de l’horizon. Tout revient alors à trouver 
h zzi m B , soutangente des hauteurs barométriques , et proportionnelle a 
l’élasticité spécifique de l’air, qui entoure l’observateur. Je me contenterai 
de remarquer ici, que le thermomètre ne sauroit l’indiquer en aucune ma¬ 
nière, les règles du citoyen de Luc, faites au bord du lac de Genève , n étant 
admissibles mut au plus qu’à l’horizon, quand même on ne voudront pas 
tenir compte de la proportion des vapeurs aqueuses, auxquelles les obser¬ 
vateurs n’ont jamais prêté l’attention qu’elle méritoit. Ici 1 usage de notre 
manomètre devient absolument indispensable. Dans tous les états de l’at¬ 
mosphère , et à des élévations quelconques au-dessus de l’horizon , cet instru¬ 
ment indiquera toujours, et la fraction a, proportionnelle à la densité de 
l’air, et le nombre m; ce nombre, multiplié par la hauteur observée du 
baromètre B , fera connoître la soutangente des hauteurs barométriques h ,• 
et cette derniere fera trouver celle des densités s , dont on fera usage dans 


l’expression de la réfraction horizontale (1 -\- A nB n* etc.) z ou 


bien 


6) l/ ao 


, multiplié par 


i—M n—AI N ri 


Ws ’ —r- 1 — n o 

47. Ayant achevé ce qu’il y avoit à dire sur les réfractions horizontales, 
nous passons à celles qui approchent de 1 horizon. Nous avons trouvé en 16 

l’intégrale de - .Vî . *»nt elle dé P end ’ P™* de P uis v = Sbh A 

_ 2 n»f » * n — 1 

jusqu’à v=o, égale à e T f T 


jusqtia v— u , cgcitc <X C J M e ' d T, divisé par 2 (2 c) 8 . 

Ajoutons que dans cette intégrale la petite fraction c est mise à la place de 
n- a 1 — S in. A 


S in. A 



• et que l’intégrale doit être prise depuis T = 


c jusqu a 

2 72-f- 1 

48 . Commençons par nous débarrasser de cet exposant fractionnaire — 


Mettons tt à la place de T. L’intégrale en question reviendra alors a 
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2 n — l 

c ttj t ^ %n dt, divisé par (2 c) 8 ; cette dernière intégrale étant 

î — Sin.A . v . 

prise depuis t égal à la racine quarrée de ---j us( l u a * înnni. 

THÉORÈME. 

40 . Vintégrale de t * e dt est réductible à celle de e dt , moyennant 

, 1 e Jt e d t tt r —tt j4 1 1 1 

la formule suivante: +-^TT — 2 e I e fr Q( i 

2 

3 * ^ 1 1 iJL'Jî -—- 4 - etc. ; le dernier terme de la série étant 

4 "T" 8 t 7 16 Z’ “ 

(n — 1) / z 

1 ^ ? et le signe p/ws regardant les valeurs paires de n ; le signe 

2 t 

moins ses valeurs impaires. Les intégrales des deux parts sont supposées prises 
depuis une valeur quelconque de t jusqu’à t infini. Nous croyons inutile de 
donner la démonstration de ce théorème. 

CAS PARTICULIERS. 

5o. On a en vertu de ce théorème : 

tt — tt 11 — tt 

4. e Je dt= e fe dt; 

tt —2 —tt tt —tt dt— \ 

— e ft e dt — 2e Je 


tt —4 — 11 


" r , 1 . 1 


ft e dt — 2 e f e dt — 


2 t tt r — 6 — tt tt —tt 1 . 1 1 • 3 . 

__L e ft e dt = Qe fe dt -+—; — —r» 

-Ï 7 T 1 2 v 4 ? 

0 «; 7 r* —8 — f'r —tt 1 . 1 1. 3 , 1.3. 5 

+ Ë^ £/t £ ' J \ T+^-^+Tir- 

PROBLÈME. 

Tvtfv , Tt . ^ 

51. 12 intégrale de — --iTÇTT^, e/ par conséquent le problème entier des 

O-vv) 

r fractions qui approchent de V horizon , 5e trouvant réduite à celle de e di, en 
demande à déterminer cette dernière intégrale , pour une valeur quelconque de t . 
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PREMIER CAS. 

5‘2. Si t est une fraction très-petite, au-dessous d*un tiers ou d*un quart, 

fî ^ t 7 

on peut se servir de la série * — ^3 + TTq. 5— 1 . Q.3. 7 c l u ^ résulte 

— 11 

du développement de c , et qui est tres-convergente alors. Cette série 
s’évanouit pour o ; ainsi elle exprime la valeur de l’intégrale, prise de¬ 
puis tzzzo jusqu’à une valeur quelconque de t . 

SECOND CAS. 


5 3. Si t est un nombre entier plus grand que trois ou quatre, l’intégrale 

de e 1 dt , prise depuis une valeur quelconque de t jusqu’à t infini , est 

1 1 1.3 1. 3.5 1. 3. 5 . 7 . . 

égale à la série - -, + , — -J?~ + -«*• multtphee par 

î _ # Cette série convergera alors au^commencement avec beaucoup de 

2 

rapidité; parvenue à un certain terme, elle devient stationnaire, et elle 
diverge au - delà de ce terme ; mais comme elle donne toujours des valeurs 
alternativement trop grandes et trop petites, elle fait connoître dans ce cas avec 

—tt 

précision les limites des erreurs. L’on voit au reste que l’intégrale de e dt, 
prise depuis tz=zo , approche très-rapidement de sa valeur totale \ \/ tt ; en 
effet, pour t=z 3 , elle n’en diffère que de 0,00001957669. 


REMARQUE. 

54. Les deux séries laissent donc entr’elles un vuide pour l’évaluation 
exacte de l’intégrale , qui peut aller depuis * = jusqu’à t = 4 ; et que 
nous ne pouvons remplir par aucune des méthodes connues. Comme la 
connoissance de cette intégrale est absolument essentielle pour le calcul des 
réfractions qui approchent de l’horizon ; comme elle est également indispen¬ 
sable dans l’analyse des hasards; comme de plus la solution d’une infinité 
d’équations différentielles revient à cette même intégrale, j’ai cru qu’il valoit 
la peine d*en calculer la table, depuis t= 0,01 jusqu’à /= 3 »°°* Voici la 
méthode que j’ai suivi. 

THÉORÈME. 

55 . Faisant y —/V df, Its rappo, différentiel ^ etc . se - 

a t dr a t* 

ront égaux à ce qui suit : savoir 
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+ d y : d t = 1 ; 

— ddy : dp = a t ; 

-j - d*y : dp =: ±tt — 2; 

— d 4 y : c?/ 4 = 8 — il t y 

+ d'y : dt' = 16 / 4 — 48 tt-\- 12; 

— d 6 y : dp = 32 t s — 160 p-]~ iao t; 

-f- d 7 y : dt 7 = 64 t* — 480 / 4 -f- 710 tt — 120; 

— d*y : dt 8 =128/ 7 — i 3 44 fH- 336 o __ j68o /; 

n t-f-i 

^ , , , d y n 72.71 — \ n — 2 72. 77— 1. 77— 2.72 — 3 n—4 

Et généralement -^jT»—*-— s -|-—- Z — 

72 . n—■ i. » » •n — 5 ^ _f_ f/c. ,• la lettre z étant mise à la place de — 2 a 

j. 2. 3 

REMARQUE I. 

— tt 

56 . Dans la construction de la table des intégrales de e d t y qui se 
trouve à la fin de ce volume , j'ai supposé la différence constante et finie de 
la variable /, égale à o,oi. Désignant cette différence par r, j’ai pu supposer 

la différence finie de l’intégrale Je dt égale à re *, multiplié par 

<j 11 —1 iv — 3t. , . ., 

1 — r t A - r r — --r 3 ,* en me bornant au troisième terme de la 

* 3 t) 

série. Les intégrales sont supposées prises depuis une valeur donnée de t jus¬ 
qu’à /infini. A / = o répond le nombre 0,8 8622 6g 2 ; identique avec la 
moitié de la racine quairée de 7 r , et faisant connoître la valeur de l’intégrale 
entière depuis / infini jusqu’à /=o. Delà ces intégrales vont en décroissant; 
à/= 1 on trouve 0,0139*0279; à 7 = 2 on voit le nombre 0,00414553469; 
à / = 3 l’intégrale n’est plus que de 0,00001g 7669. 


REMARQUE II. 

57. La seconde table contient les logarithmes de ces intégrales; et la troi- 

ft — t r 

sième ceux des produits e f e dt avec leurs premières et secondes dif¬ 

férences. Ces dernières servent aux interpolations; on y pourra employer la 
foimule suivante. Soit 

P • • terme de la table qui répond à f. 

Q ...sa première différence. 

R .... sa seconde différence. 
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On trouvera la valeur de celui qui répond à t -f- r, égale à P—i-Q -i r. 

Si l'on veut négliger la petite erreur d’une ou de deux unités dans la sixième 
décimale, on peut parfaitement se contenter de P-Qr. 

REMARQUE III. 

. Comme le produit e“ fe~ “ dt joue un très-grand rôle dans le calcul 
des réfractions qui approchent de Phomon , nous le désignerons constam¬ 
ment par Et, toujours séparé par une virgule des facteurs qui le suivent. 

On aura donc 


r t — tt 

+ e fe dt — Et; 

- t'jr' e~ tl dt = <xEt 


tt — 4 - 

+!« f* e 


d t = 2 E t -— -h —- ; 

t 2 r 


„ tt -6 -tt 

3 - 5 P r* t dt 


_ LA e ft 
2 . 2 

3 5 7 tt — 8 — 

4 . e Jt e 
2.2.2 


1,1 1. " . 

= 2 Et — — f —; — —7 ? 

/ 2 t\ 4 ^ 

r IT 1 , 1 1.3 , 1-3- 5 

dt =*E,- t + — - ^ + -JT- 


PROBLEME. 

y (î — Y) " v d v , _ c . , 

J9 . On demande t intégrale de - - ^ , prise depuis v = 5m. A 

_ v—Sin.A 

jusqu'à v=o, <9mnt, comme onsçait, Log. Y — c 
SOLUTION. 

7vrfv ■ « -* B , s- • , 

6o. L’intégrale de - --. * + est «gale a e Jt e de, divise 


( 1 -vv) 


n—l n —'* 


1. 3. 2 


n — S 


- + 


par (2 c) * i ce qui se réduit k<x n Et- A—-f 

in — 1 

t, 3,5.1 _ (tc , divisé par i nIt (a ç) V ; la lettre t désigriatit'Hà racin’i 

f . Y^vdv 

quarrée de 1 -S' n -A . L’intégrale de - «f y « se réduit très-naturel- 


lement 
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lement à l’autre, en mettant dans celle-ci ~ à la place de c, et t\Y m à la 
place de t. On en tire, après les réductions nécessaires, l’intégrale deman- 

in — i 

dée , prise depuis v = S in. A j usqu’à v~ 0 , égale à E t ——2 3 E(t[/ 2)-J~ 


"-^3 2 « E (i^i) + etc.; à quoi il 

faudroit encore ajouter les termes: 

, tl n ~ l . n. n —1 0 n ~ l . 1 

— ( i — — Q -f- - 3 — etc.) - 

1 1. a ' <xt 

*. , n n ~ 9 , n.n—i n — 9 . 1 

-f (1 -a + __ 3 _ «c.) — 

0 T 2 + ~ TT etc '' FF 

Vf. 72 "~ 4 I 72. 72 — 1 „ n ~ 4 , v 1 . 3.5 

~r (1 — -— 2 -f - 3 — rtc.) —— d 

1 1.3 16 1 7 


etc. etc. Or, la série 1— il 2^ -f- * 3 P — rtc. ayant pour dernier terme 

(tz -}- 1) /> , est généralement égale à zéro , toutes les fois que l’exposant p 
est un nombre entier, positif, et moindre que n. L’intégrale du problème, 
prise depuis v = Sin. A jusqu’à v = 0; ou depuis Yz=z 1 jusqu’à Y = 0, 

g» — 1 an — i 

sera donc égale à E t — JLa a E (t \S 2) -f- *- 3 * £ (r J/ 3) — 

1 1. 2 ~ 

g n — 1 9 n— i 

7 ~V 2’ ^ —~ ^ (* 1/ 4) -f* > divisé par (2 c) * . 

COROLLAIRE. 


61. Enfin, si dan9 la formule précédente on fait successivement 72 = 0, 
nnzz 1 ? 72 ~ q rtc. qu’on affecte les termes qui en résultent, du signe qui 
convient à chacun d’eux, et qu’on joigne ensemble ceux qui se trouvent 
multipliés par E (tl/n), on parvient au théorème suivant , qui renferme la 
solution rigoureuse , générale et complette du grand problème des réfractions 
voisines de l’horizon, savoir 

$ 
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THÉORÈME. 

62. La réfraction astronomique qui appartient à la distance apparente A , 
comprise entre les limites 8a 0 et 90°, et exprimée en parties du rayon, est égale à 

- , multiplié par 

V * . L 

Et 

4- _ÎL a'" 3 c a “ : * £ (<1/2) 

C 

+ 3 3 ' 8 e~ * £ ( 0 / 3 ) 

1 cc 

. 5:2 — 4 w; ^ 77 /- « / \ 

+ 4 « £(* 1 / 4 ) 

6 c 3 

+ Jïl 5 7 î e- 5 “ :, £(r^ 5 ) 

24 C 4 

_j_ r j C . c/c. f/c. La fraction k est rigoureusement égale à 
/ Sin. A Ce p en j ant C omme l’angle A est supposé différer peu de 90°, 

5 

on peut sans erreur sensible supposer kza: — ; ou bien, kzzxc , ce qui donne 
z=.n. La plus grande erreur qui puisse en résulter, dans le cas de A=z 81°, 
est à peine d’une seconde. 

r 1— Sin.A . 

63 . La valeur rigoureuse de / est la racine quarrée de---. Désignant 

par H la hauteur apparente, dont la moitié peut parfaitement être confon¬ 
due avec son sinus, depuis j4 = 8i° jusqu’à l’horizon , on aura t — 

B 3 H} 7 B 7 

ce qui donne i> = ~>' — 4 cc|/2c’‘ ‘ ~8 ^(/u rtf ' 

PROBLEME. 

64. O/i demande à développer le produit E t d'après les puissances ascendan¬ 
tes de la variable u " 

tesa SOLUTION. 

65 . L’intégrale f~ * ? d t , prise depuis t infini jusqu’à une valeur quel¬ 
conque de /, est égale à J )/ *— *+ âTÏ + âT’sT? e/c * ° n 
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donc Et= \e u \/ n, moins la somme de la série t 4 ~ — t JÜ*. i & 1 , 

i.3 j.3.5 '“17^7 + 

etc. La loi de cette série se présente d’elle - même. 

66 . Le produit E ( ~t ) n’est donc pas — Et, mais e \/ n — E t . C’est 
un corollaire dont on a besoin sur-tout, lorsque la distance apparente excède 
quatre-vingt-dix degrés. 

67. Le développement entier de la série donne, en faisant \ tt = K le 

produit + 

PROBLEME. 

6B. Développer Vexpression entière de la refraction voisine de V horizon % en une 
sérié qui procède par puissances ascendantes de t. 

SOLUTION. 

6g. Les termes qui composent la série dans laquelle nous venons de dé¬ 
velopper Et , sont, les uns de la forme Mt™ , les autres de celle-ci 
— N t .On aura donc pour coefficient entier et complet du terme 
t dans la sene demandée , AL t V 2 nu , multiplié par î-f- A 2 


3 5 .• * 1 

. ê_i_*> + 4 _L___ 

1. 2 1. a. 3 1. 2. 3. 4 


a a 

A 3 . ri 1 -f- 


rc 4 -f- efc. Le coefficient 

m+i 

1 


sm^i , 1 

du terme t deviendra — Nt T |/ 2 ?z multiplié par i+A_i_ n-f. 

a m 4 * a 3 m 4-3 4 

_n*+è_1_ « 3 +A_â_ n« + «c. 

1 . 2 1 . * 2 . 3 1 . 2 . 3. 4 

70. Commençons par cette dernière série. Sa somme est ’égale, dans le 
cas de 

1 


o; a 

1 ; à 

2 ; à 


1 — n 
1 

O — n)**' 
1 -f- Q n 

V~—nr' 


S t 


m =— 
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,1+8»+ 6 nn ' 

m = 3;a -(T3T^ » 

i 4- 22 n + 5 8 + H , 

m = 4 Ja- (1 __ nÿ 5 

% i -f- 52 n +328 + 444 + 120 ?2 4 

m — 55 a (Tin) 11 

Ainsi les deux premiers termes de la série qui exprime la réfraction, répon¬ 
dants àm=o, etm=i> deviendront, en remettant à la place de n 3 et 

„ , , , i , y a H ceo TP 

H a la place de r ^ 2 c, - —~ 3(c _ ~ ÿr 

« m 

71. Quant aux séries qui servent de coefficient aux termes t dans I ex¬ 
pression demandée de la réfraction , elles ne sont sommables dans aucun cas. 
Celui de m=o donne l’expiession de la réfraction horizontale que nous 
connoissons déjà. Il seroit bien difficile de dire ce que devient cette série 
dans le cas dem=i. Heureusement qu’alors ses cocfficiens forment une 
progression très-sensiblement arithmétique , ce qui la rend à très-peu près 

, égale à tt\/ \ nwr, multiplié par -—~— - ---- ; ou bien, en rétablissant les 

valeurs de /,»,à , multiplié par — }*— Enfin', consi- 

<iY ic (c — co) 

dérant que le terme (3 — 1 / 8) u est à peine le trentième de c , on obtiendra 

« H JT Vjc 7 T ' 

« (c-«) V v 

72. Rassemblant tous ces termes, la réfraction qui appartient à la hauteur 
jH, supposée très-petite, sera égale à la réfraction horizontale — £— 


a, HH 1/ c cc*H\ ^ CeUe formu ] e nous apprend que pour des objets 

'<2 (c— u) z 1/ 2 3 (c a) * 

si ués au-dessous du riveau de l’observateur, la réfraction doit prendre des 
accroisse mens très-rapides ; étant égale alors à la réfraction horizontale, plus 
. u HH[/cv + cutP _ 

2(r-«) ! l/ü 3(c-«) 3 

... Arrêtons-nous d’abord au premier terme , ---- • Il nous fait voir, 

IJ c— CO 


i4i 
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qu’à l’horizon même , le rapport différentiel — ou est égal à JL. ; 

a H a A c— co 

c’est là sa valeur rigoureuse. Reste donc à examiner , à quel point les sept 
tables de réfraction que nous avons cité dans le premier chapitre , répon¬ 
dent à la condition prescrite par l’analyse , cl R : dAznco: c — u> Les fractions 
«, c, ayant été déterminées pour chacune de ces tables, il étoit très-facile 

de calculer la fraction —— ; j’en ai rassemblé les valeurs dans la première 


colonne . La seconde fait voir les valeurs des fractions 


dR 
d A ’ 


tirées immédiate¬ 


ment de leurs tables respectives. La troisième marque les quotiens des pre¬ 
miers nombres , divisés par les derniers. 


Lalande . ...... .0,204....o,i 5 o.... i ,36 

Cassini .. .0,204 . „ .0,073. .. .2,79 

Brad/ey .o,qqo. .. .0,160.... 1 ,33 

Newton .. ..0,244. .. .0,2 23 .... 1,09 

Bouguer /..0,190... .0,108.... 1,76 

Bouguer IL .... 0,1 68 ... .0,100. .. . 1,68 
Bouguer III. ... o, 1 68 ....o, 1 o 3 .... 1 ,63 
de la Caille .0,195-0,076- 2,56 


74. L’accord parfait entre le calcul et l’observation exigeroit que les nom¬ 
bres de la troisième colonne fussent rigoureusement égaux à l’unité. Aucune 
de ces tables n’y satisfait exactement. Celle de Newton s’en écarte le moins ; 
et si l’on suppose une erreur de calcul ou d’observation, égale à dix-huit 
secondes , sur la réfraction de 30' 24" qu’il aé igne à la hauteur apparente de 
quinze minutes, il n’y aura plus de différence du tout. Celles de Cassini 
et de la Caille s’écartent le plus de la condition prescrite par la théorie ; au 
reste, ni l’une ni l’autre ne doivent embarrasser le calculateur ; la première 
étant fondée sur l’hypothèse infiniment vicieuse et nullement admissible 
d’une trajectoire rectiligne; et l’autre étant censée par tous les astronomes, 
d’avoir supposé les réfractions plus grandes qu’elles ne sont. Les deux tables 
de Bradlcy et de Lalande , calculées sur le théorème, en vertu duquel la 
réfaction est proportionnelle à la tangente de la distance apparente , dimi¬ 
nuée de trois fois la réfraction, s’accordent entr’elles, à fa.r^ pour un d A 
donné , le dR qui lui répond trop petit d’un tiers. Les trois tables de Bou¬ 
guer paioissent s’écarter encore plus de la dréorie; mais il est assez probable 
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que cette différence ne vient que d’une interpolation défectueuse. Une ob¬ 
servation directe de Bouguer , faite à Chimboraco , le 13 Décembre 17 38 , porte 
à 20' 17" la réfraction horizontale; et à 18' 9" celle de 17'de hauteur apparente. 
On en tire d R = 0,126 d A , ce qui donne i ,33 pour le nombre correspon¬ 
dant de la troisième colonne. 

75. Ainsi donc toutes nos tables de réfraction rendent le décroissement de 
la réfraction aux environs de l’horizon , beaucoup moins considérable qu’il 
n’est réellement. Ce point de théorie mérite d’être discuté. Nous y em- 
ployerons les réfractions astronomiques , observées par Bouguer , le soleil se 
trouvant dans la moitié inférieure du ciel, et la hauteur apparente H deve¬ 
nant alors négative . Voici le résultat de ces observations, faites le 13 , 14 » 
13 Décembre, année 1 73 ® > au 90 ^ r •’ 

Hauteur appar. Refraction . 

4 ° . .«.14 3 a'' le 1S 

i 3 ' 46" le 14 
1 3 ' a 3 " le i 5 

0*17' .18' 9 " le i 3 

Dépression appar . Refraction . % 

o°.20' 17" le i 3 

19 34" le 14 
19' q 5 " le 1 5 

o* 3/ . .*4' ao" le i 3 

j* o'.3 q/ 1" le i 5 

i° 7'. 3 i' 4 5 " le 13 

3 a' 6" le 15 

i° 17'. 47 " le 14- 

7 6. L’application du calcul à ces observations est sujette à de très-grande* 
difficultés. Les unes viennent de la table elle-même, qui ne se trouve pa* 


trop fidèle à la loi de continuité. Comparant entr’elles les observations du i 3 
et du 5 les premières se trouvent constamment les plus grandes à cinq , 
quatre, trois, deux , un, zéro dégrés de hauteur apparente; on doit donc 
être surpris de voir, qu’à un dégré de dépression apparente, la réfraction du 
i5 l’emporte de vingt secondes sur celle du 14. Comparant de même le* 
observations faites le 14 avec celles du là, les premières se trouvent encore 


les plus grandes à sept, six, cinq, quatre, trois, deux, zéro dégrés de hau¬ 
teur, tandis qu’à deux dégrés, l’observation du i 5 l’emporte encore 6ur 
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celle du ! 4. Aussi les premières différences de ces réfractions sont-elles ex¬ 
cessivement irrégulières, ce qu’on auroit de la peine à concilier avec la 
marche constante de la nature, et ce qui suppose nécessairement de légères 
erreurs , dont l’observation s’est trouvée atteinte. 

77. Ajoutons à cela que la série elle-meme, donnée en 72. cesse d’être 
convergente à trente minutes de hauteur ou de dépression apparente. Enfin 
la plus grande difficulté vient de ce que cet astronome nous a laissé dans 
l’incertitude sur l’état de l’air au tems de l’observation: ce qui nous met 
dans l’impossibilité, d'assigner aux fractions c, co , les valeurs qui leur con¬ 
viennent. Il a fallu prendre la première d’après une réflexion très-vague sur 
la hauteur du Chimboraco . Ayant trouvé la température de l’air pour la se¬ 
conde table de Bouguer , égale à celle de la glace fondante , j’ai sup¬ 
posé quelques dégrés de froid de plus à celle-ci ; cela m’a donné la soutan- 
gente ou h~ 3900 toises. Connoissant h , j’ai eu Log. c ~ 7,0755719. Enfin 
pour trouver co , je me suis servi de la réfraction horizontale même de 
so' 17j’ai eu co rr:0,000 1 535 ; et Log. co = 6,1861602. 

78. Cela étant, l’application de la formule 72 donne pour dix-sept mi¬ 
nutes de hauteur apparente, la réfraction égale à 17' 56 ". Elle fut observée 
par Bouguer de 1 S' 9". L’erreur de 13" est celle de un sur quatre-vingt-quatre. 

79. Cette même formule donne pour trente-une minutes de dépression 
apparente, la réfraction égale à 25" 5 i ,/ . L’observation l’avoit donné égale à 
24' qo". L’erreur de quatre-vingt-dix secondes est celle de un sur dix-sept . 

80. Au milieu des incertitudes sur l’état de l’air, on peut parfaitement se 
contenter du calcul de la première observation. Cette circonstance doit 
être au moins une raison très-forte pour croire, qu’il pourroit bien s’être 
glissé dans la seconde observation l’erreur d’une minute à-peu-près. Des 
observations répétées sur les réfractions horizontales dissiperont sans doute 
nos incertitudes à ce sujet. 

81. Dans la table suivante, calculée sur la formule de 72, j’ai supposé 
la réfraction horizontale égale à 32 ; 56 /; ; et celle de 45° de hauteur, à 56 "8, 
conformément à la tahle de Bradhy , réduite à la température de io°. Cette 
table fait voir pour les réfractions du premier dégré de hauteur apparente, 
la différence entre la table de Bradlcy , et la véritable théorie des réfractions. 
O11 trouve ces dernières 



CHAP. IV. RÉFRACTIONS 

à la hauteur apparente. . . scion Bradley .. . véritable théorie . 




...32' 

56 " 

fi . . . . 

.3 T 

55". . . . 

... 3 T 

3 9 

28" 


.3o' 58".... 

... 2o / 

jg . 

. 30 ' 

3 ".... 


21" 

24 . 

. *9 

q". . ;. 

. . . *28' 

18" 


_o8 / 

17". ... 

... 27' 

18" 

3° . 

35 . 

.27' 27".... 

... 26' 

23 " 



... 25' 

29" 

4 2 . 

4S . 

.25' 5/- 

... 24' 

40" 


..q 5 / 

8".... 

. .. 2i' 

5o" 

54 . 

60 . 

.24' 24"- 

...23' 

29" 


8q. Il faut observer au sujet de la troisième colonne, que la suppression 
du quatrième terme de la série et des suivants , a produit des erreurs insen¬ 
sibles au commencement , mais qui à un degré de hauteur pouvaient aller 
a q 5 secondes à-peu-près. Le maximum de différence a donc été jusqu’ici 
de soixante-dix secondes ; telle est effectivement Terreur produite par la règle 


de Bradley. 


83 . Comme la convergence cle la série donnée en 72 cesse absolument 
d’ètre sensible à un dégré de hauteur apparente , il faudra toujours en reve¬ 
nir pour le calcul rigoureux des réfractions approchantes de l’horizon, à 
celle de 62. Donnons un exemple d’un pareil calcul : et supposant 
a — 0,000275 et la soutangente des densités 5 égale à 4992,7 toises , confor¬ 
mément à la table de Bradley , réduite à la température des caves , déter¬ 
minons la réfraction qui répond à trois dégrés de hauteur apparente. 

84. On aura donc 


Log . s — 3,6983378; 

Log. a =: 6,3154927; 

Log. c z=z — 3,1828451 ; 

Log . cù =: — 4,4393328 ; 

Log . n =. — 1,2564876. 

Si. Passons au logarithme vulgaire de . 

la série. On le trouvera égal 0 — 3,9984502. Le. logarithme hyperbolique 


facteur commun de toute 


e*t — n ou — 0,180504,3 ; le logarithme vulgaire de cette puissance 

sera 
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sera donc — (0,0783950) ou — 1,9216080. On aura le logarithme 
vulgaire de e égal à — 3^5 130879 ; et celui de «e " sera égal à 

V G 

— 1,1780956. 


86. Delà il faudra passer à /. On à t [/ cz=z ( Sin. I H) jX q. On aura donc 

Log. t =-1,9790115; t — 0,948444; 

Log. (/1X2) = 0,1275265; r|X2 = 1,341302; 

Log. (t 1X3) = 0,2155721; *1X3 = 1,642752; 

Log. {t\/ 4) = 0,2780413; riX 4 — 1.896887; 

iog. (r|X 5) = 0,3264965 ; — 2,120784; 

Log. (r|X 6) = 0,3660871 ; *JX6 = 2,3232o3. 

87. Connoissant r, MXq, *1X3, r*X 4 , 4X5, r|X6, il faudra trouver 
les logarithmes de E t, E {t[/ 2), E (0X3), E (t |X 4), E {t |X 5), £(r|X6), 
O11 les trouvera dans la troisième table. En s’arrêtant aux premières diffé¬ 
rences , 011 aura 

Log. E t — 9,5930347; 

Log. E{t{/ 2) = 9,4911302; 

Log. E(tl X 3) = 9,4242169; 

Log. E{t\/ 4) = 9,3738451; 

Log. E(tl/ 5) = 9,3332(345; 

Log. £(*|X6) = 9,2992974. 


88. De plus , n’oublions pas les logarithmes de 


3 7 : a fi9 : 2 

1. 2.3.4 ’ 1. 2. 3 . 4. 3 


On les trouvera 



3^* 
1. 2 


1 . 2 . 3 * 


le premier = o,13o5i5o; 
le second = 0,4147319; 
le troisième 0,7269987; 

le quatrième = i,o 66 i 83 S; 
le cinquième 1,4224944. 

On peut remarquer en passant que dans Pinfini la progression de ce s coëf- 
ficiens coïncide avec une progression géométrique, ayant pour exposant e, 
base du système hyperbolique. 

89. Rassemblant les logarithmes respectifs , on trouvera ceux des différent 
termes de la série qui exprime la réfraction, comme il suit ; 


T 
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celui du premier — 3,5130879; 
du second — 4 > 7394 ° 9 °; 
du troisième — 4,1150932; 
du quatrième — 5,5551638; 
du cinquième — 5,0318939; 
du sixième — 6 , 53 q 3 o 3 o. 

go. On aura enfin 0,003989 pour la réfraction qui répond à trois degré* 
de hauteur apparente , exprimée en parties du rayon ; ce qui fait i 3 ' 43". 
La table, calculée sur la règle de Bradley , donne 14' 3 a". La différence entre 
cette règle et la solution rigoureuse est donc ici de 49". Elle est moins grande 
de t i()' que celle que nous avions trouvé à un dégré de hauteur; cela fait 
voir qu’à trois dégrés de hauteur , ces différences, ayant passé ieur maxi¬ 
mum , vont déjà en diminuant. 

91. Ce calcul est très-long sans doute. Qu’on n’en inculpe pas le calcu¬ 
lateur , la solution rigoureuse du problème l’a exigé ainsi ; et l’analyse ne 
présente pas des moyens encore, de sommer la série très-compliquée de 58 . 
Dans l’état présent de cette science, nous ne pouvons atteindre à une for¬ 
mule plus simple, qu’en nous relâchant un peu de la rigueur de la solution, 
et en sacrifiant la précision de quelques secondes à la facilité du calcul. 
Voici quelques problèmes qui peuvent y conduire. 

PROBLEME. 

95. On demande à développer là série donnée en 5 8 , qui exprime la réfraction 
voisine de Vhorizon , selon les puissances descendantes de la fraction t , en lui 


SOLUTION. 

9 3 . On a E t = —— -lr+ ^ + etc. etc. On tire de là les 

valeurs de E (t]/ 2), E (t)/ 3 ), E (t]f 4) etc . exprimées en des séries ana¬ 
logues, en mettant /|/*> t[/ 3 ? t\/ 4 etc. à la place de t. Ensuite, arran¬ 
geant les termes par puissances descendantes de /, on verra les coëfficiens 
A , B y D etc . exprimés comme il suit : 


donnant cette forme : 


vV 2 
c 


, multiplié 


1 A , 1. 

«“TiTàt-ï 


. 3 B 1.3.5 c, 


16 f 
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3 n ,n n 

4 6 

7 n , u 

--f-- nn ~ 

2 i 6’- 


i - 


3 " 

Q 4 '6* 2 4 1 ‘1QO 

e = i - iL2+£l£ *» _ i®®? »i + îù. „4 _ «L. 

6 4 24 3 12 O" 720 

94. La loi de ces coëfficiens est simple. On aura le terme général 


de la série , qui exprime la réfraction, égal à 


~ 5 multiplié par 


• - îc-^+nC'î^^o-ic 

, n ri _ 1 _ ! _ - _ 4 _ ,_1_\ 

-f- — f p 4 1 p —< p 4 p —5 ) — e>fc. Cela n’est autre 

i. 2. J. 4 n 2 3 4 5 y 

chose que i + ~ A + ~ A 2 1 T 3 , + ~j A 3 ~^ + 


chose que i + ~ A p -, + — A 2 irr* -f- —j A 3 + 

2 -3 4 

a*-£, + ^ 

1 . 2 . 3 .4 5 

95. Ici nous observerons d’abord , que comme la fraction n n’est égale 
qu’à un cinquième dans les moyennes températures de l’air, et que même 
le maximum de cette fraction, où elle ne pourroit atteindre que dans les 
froids les plus rigoureux des pays septentrionaux , ne surpasseroit guères un 
quart , la série des coëfficiens A , B , C , D etc. doit coincider très-sensible¬ 
ment , dès le troisième terme, avec une progression géométrique. En effet, 
on aura à-peu-près 

B_ _ n 72 n 

A ~ 1 — 7 + Ï 7 J 


yr = 1 —— 1 T L!i . 

C 16 ■" 00 ’ 
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nombres qu’on peut considérer comme très-sensiblement égaux entr’eux, 
parce que les deux premiers ne diffèrent en effet que d’un quarantième ; 
différence qui peut être supprimée avec d’autant plus de raison, qu’elle ne 
commence à se faire sentir qu au troisième terme de la série. 

96. Cela étant, examinons s'il n’y auroit pas moyen de déterminer la 
fraction b de manière, que, faisant buuzrzi — Sin. A , la réfraction put 

être sensiblement représentée par u ^ 2 Eu? Elle seroit donc égale alors à 

V b 

co 1/ 2 . . , 1 1,1.3 1. 3. 5 , 

-_i-— , multiplie par — —--f- —1 — —-—t - 4 - etc. ce qui revien- 

1 / b 1 1 2 u 4 « 3 T 16 u 7 ~ ^ 

droit, à cause de u:t = \/ c:\/ b. à , multiplié par —-——■ + 

l / c 2 t 4 et 3 

1 ..3 ^ — 1 ‘ A il. 4 - etc. C’est donc cette expression qu’il faudroit égaler 

8 ce t' 16 c 3 t 7 r ^ b 


i.3 B 1.3.5 C 


a ? multiplié par-i — —- + t* - — ^? + etc. Cela sera pos- 

|/c 1 r Q t 4 1 2 8 ? 16 t 7 r 

sible, autant qu’il nous sera permis de supposer bzzzAc; b b = B cc ; 

b ' 3 = Ce 3 ; b x c=z D c 4 etc. 


97* Nous avons déjà remarqué que la progression des coëfficiens A , B , C, 
D etc. est très-sensiblement géométrique. En effet, faisant Log. n — 9,2288082 
conformément à l’ancienne table de la Lande , on trouve 
Log. ( B : A) = 9,9818032; 

Lcg. (C : B) = 9,9913103; 

Lcg. (D : Ci = 9,9958344; 

Log. (E : D ) = 9 , 9979 2 , 5 ; 

logarithmes qui diffèrent très-peu de l’unité, et encore moins entr’eux. 

98. Reste donc à choisir entre toutes les valeurs de b , qu’on peut tirer 
des équations b =Ac, b b = B cc , b 1 z=. Ce 3 etc. celle qui de toutes les pe¬ 
tites erreurs produit la plus petite possible. On a eu pour valeur rigoureuse 

de la réfraction horizontale ^ , multiplié par 1 -f- -j- ~~ -f- etc. 


Cette même 


réfraction horizontale doit être égale 


V U 1 / 7T 

a F ^ 5 


d’après la nouvelle 


formule. Cela donnep^ — pr- 5 multiplié par 1 —- -J" —+ ctc ' 
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Alors, faisant buu — i — Sm A , la réfraction qui répond à la distance ap- 

. , , , Cü 1/ Q 

parente A , sera égalé a —E u. 

V 0 


99 * Rétablissant la notation Fn pour désigner la suite 1 An-\- Bn z -\- etc. 

la réfraction astronomique, qui répond à la hauteur apparente FF, sera donc 

égale à , multiplié par F n , Eu ; la quantité u étant égale à ^' n " > ^ 

V c 1 / 2 c 


300. Enfin , appliquant ces formules à la table de Bradîey , supposée ré¬ 
pondre à 38 poil, barom. et io° de Reaumur , on aura Log . u 1,2934651 
-j- Log. H ; et le logarithme de la réfraction , appartenante à la hauteur ap¬ 
parente H , deviendra — 2 ,o 338 q 78 -]- Log. E u. On aura par cette règle 
la réfraction exprimée en parties du rayon. Si on veut l’avoir en millio¬ 
nièmes du quart , ou en secondes de la nouvelle division , on aura son loga¬ 
rithme égal à 3,8437079 Log. E u. 


101. Si l’on désigne par R — d R la réfraction qui appartient à la hauteur 
apparente d LI , supposée infiniment petite, on aura dR : dHz=z u ( Fn ) 2 : c. 
I devroit y avoir à la rigueur d R: d H= a : c— u. Donc, pour que la for¬ 
mule qu’on vient de trouver, fut entièrement rigoureuse, il faudrait que 
Fn fut égal à 1, divisé par la racine quarrée de 1—72. Elle n’en est effecti¬ 
vement guères éloignée ; et si l’on met cette valeur à la place de Fn dans la 
formule qui exprime la réfraction horizontale, cette dernière , exprimée en 

parties du rayon , deviendra égale à la racine quarrée de z ——? ; ce qui dans 

1 - 72 

les températures moyennes ne produit qu’une demi-minute d’erreur. 

10Q. La formule très-simple, donnée en 99, fait connoître les réfractions 
astronomiques qui approchent de l’horizon, avec une très-grande exacti¬ 
tude; en effet, la différence entre cette formule, et la série rigoureuse de 
58 , ne va nulle part à plus de huit secondes. Je l’ai employée, pour calculer 
les réfractions qui appartiennent aux huit premiers dégrés de hauteur appa¬ 
rente. Je m’empresse d’autant plus à communiquer au public la table 
construite sur cette formule , qu’elle est effectivement la première qui ait été 
calculée sur la solution rigoureuse du problème des réfractions astrpnomi- 
ques , sans le secours d aucune hypothèse étrangère. 
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103. Cette table nous fait donc apprécier les erreurs auxquelles nous peut 
exposer la règle de Bradley dans les températures moyennes de l’air. Cette 
erreur atteint son maximum vers i° 15' de hauteur apparente; elle y est de 
71 secondes. Au-delà de six dégrés de hauteur, la formule de 99, 100 se 
rapproche insensiblement de la règle de Bradley, avec laquelle elle se trouve 
confondue à huit dégrés de hauteur, au moins dans les températures moyen¬ 
nes , pour lesquelles la fraction n se trouve au-dessous d’un cinquième , ou 
tout au plus d’un quart. 

104. Mais il faut voir aussi ce qui arrivera dans les froids très-rigoureux, 
pour lesquels cette fraction approche d’un tiers. Les observations recueillies 
par le Monnier prouvent suffisamment que ce cas existe dans la nature, et 
qu’il n’est pas à beaucoup près aussi rare que l’on pense. Nous avons déjà 
remarqué, qu’ici le thermomètre se trouvoit en défaut, et que sans le secours 
du manomètre il étoit impossible d’atteindre à quelque précision. 


10 5 . Ainsi, désignant comme en 3 i par h , la hauteur du baromètre ex¬ 
primée en pouces ; par m , le nombre marqué par la division du manomètre ; 
par AT, la valeur qu’acquiert la fraction où dans le cas de m = 10000 , multi¬ 
pliée par 10000, et qu’en attendant nous supposerons égale à 9,98-27 confor¬ 
mément à la table de Bradley ; on aura la réfraction astronomique, qui ap¬ 
partient à la hauteur apparente H , de la manière suivante: faisant d’abord 


n rz a ^ ’ - f -—-—~3 fraction qui dans le cas d’une élasticité spécifique cons- 
g b mm 1 

tante se réduit à 7 ^ — , on aura d’abord u=zH,Fn, multiplié par la racine de 
b mm r r 


; ensuite la réfraction astronomique, exprimée en parties du rayon, sera 
q K 

égale au produit des trois quantités suivantes: F n, Eu, et la racine quar- 

rée de Ce calcul n’est ni long , ni difficile, comme on verra par 

m r 

l’exemple suivant. 

106. Le baromètre se trouvant à 28 pouces , 9 lignes; et le manomètre mar¬ 
quant 8400, on demande les quantités constantes , servant à la construction d'une 
table des réfractions astronomiques . 

107. Ayant £=28,75,- 772 = 8400,- 0 n trouvera bm ~ 3354 ? 16 toises; 
ce qui donne g — b m = 23829, q toises. Alors 




l5'i CH AP. 

Log. m = 
Log. mm =: 
Log. b = 

Log.bmmzzzz 

Log. (a K : g) — 

Log. (g~6m) = 
Log. n = 

Log. F n = 
a Log. F n =:' 

Log. n — 
Log. (m : 2) = 

Log. K = 


T. RÉFRACTIONS 

3,9242793»* 

7,8483586. Ajoutez 
1,4386378. Kows 
9,3071964. Ottz de 
4,4 l 3 1 344 ; vous aurez 
5,1059580. Ajoultz 
4,3771276. Il viendra 
1,4830656. Donc 
0,304134,* ce qui dowie 
0,0638073. Doublant 
0,1276146. Ajouttz 
1,4830656. Et de plus 
3,6232493. Vous aurez 
3,2339305. De quoi ôtant 
0,4746125,* il viendra 
Q >7593 1 So,* dont la moitié 
1,3796590 


fera conn01 tre le logarithme de Fn, [/c’est l’un des deux coëfliciens 

constants. Pour trouver l’autre , ayant 

q Log. Fn = 0,1276246; ajoutez 

Log. n z=z — i,483o656; et de plus 

Log. K =. 0,4746125; vous aurez 

o,oS 53 oq 7 » De quoi ôtant 
Log. (m : 2) = 3,6 q 3 2 49 3 ; il viendra 

— 4,^620534; dont la moitié 

— 2,2310267 

7 2/îÀ r 

exprimera le logarithme de l’autre cccihcient constant F n, y —- Ul4 
poUVOit le déduire immédiatement du premier, en ajoutant à celui-ci 
Log. Q K—Log. m. 

108. Ainsi donc , cette température de Pair étant proposée, si l’on de¬ 
mande la réfraction astronomique qui répond à la hauteur H , on fera d’abord 
Log. u— 1,3796590 + Log. ce qui donne ensuite — 2,i 3 10267 + Log. Eu 
pour le logarithme de la réfraction astronomique demandée. Ajoutant 
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à — 2,2310267 le logarithme de qui est — 1,9475450 , on aura celui 

2 

de la réfraction horizontale, que l’on trouvera égale à 0,015084 ou 31' 51". 

109. La formule qu'on vient de trouver, suppose que dans l’évaluation 
de la hauteur apparente H et de la réfraction r, le rayon est pris pour 
l’unité. Si on veut prendre pour unité le quart de circonférence, il faudra 
faire Log. uz=z 1,5757789 -{-Log. H; on aura ensuite Log. r= — 2,0349068 
"f- Log. E u. 

110. Exemple. Soit la hauteur apparente H z=z o,o 36 . On aura pour la 
température de l’air qu’on vient de supposer, Log . u — 0,1370814; donc 
u— 1,3554434 ; et Log. Eu — — 1,4889469. Ajoutant à ce logarithme 
— 3,0349068 ; on aura — 3 , 5238537 pour logarithme de la réfraction deman¬ 
dée , qui deviendra égale à 0,0003341; faisant 3341 secondes de la nouvelle 
division. Elle se trouve plus petite d’un grand sixième de ce qu’auroit donné la 
règle généralement adoptée jusqu’ici, d’après laquelle la densité de l’air ve¬ 
nant à changer, les réfractions appartenantes à toutes les hauteurs sont sup¬ 
posées être augmentées ou diminuées dans le même rapport, savoir, celui 
de la densité. Nous avons déjà prouvé dans le second chapitre que eette 
règle étoit très-admissible jusqu’à 83° de distance: nous ajouterons ici, qu’à 
quelques degrés plus loin elle ne paroi t pas produire encore des .erreurs bien 
sensibles. Mais ce qui est très-certain, c’est qu’aux approches de l’horizon 
même elle s’éloigne beaucoup de la vérité; et que pour déterminer avec 
quelque précision les réfractions qui appartiennent à de très-petites hauteurs, 
il faudra toujours en revenir à la formule rigoureuse de 51 , ou presque 
rigoureuse de 92. 

111. Il me reste à rendre compte de la construction des deux tables de 
réfractions qui suivent. Elles font connoître , pour les cent premiers mil¬ 
lièmes de hauteur apparente, faisant chacun dix minutes de la nouvelle 
division , les réfractions qui appartiennent à ces hauteurs, exprimées en 
millionièmes d’un quart de circonférence, ou en secondes de la nouvelle 
division. 

s 12. La première de ces tables est calculée sur la règle de Bradley . On y 
a supposé, de même que dans la table même de cet astronome, la réfraction 
horizontale égale à 3 j , et celle de 45° de hauteur apparente, égale à 57". 
L’une et 1 autre étant exprimées en parties du rayon, on aura i? = 0,0095 99 3 1 ; 
, V 
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et « = 0,00027634 : ce qui donne fort exactement = 3 . A cette tenv 

R IX 

pérature donc, la réfraction est généralement proportionnelle à la tangente 
de la distance apparente, diminuée de trois fois la réfraction ; si toutes fois 
l’on veut adopter la règle de Bradley. Dans toute autre température, il 

faudra substituer à 3 la fraction , comme nous verrons dans le chapitre 

R R 

suivant. 

11 3 . Donc, désignant par R la réfraction horizontale, par r celle qui 
convient à la distance apparente, vous aurez r = R tang. \ <p; l’angle <p 
étant tel que tang. <p = 6 R tang. A, et le rayon étant pris pour l’unité. Ainsi 
vous aurez 

Log. tang. <p = — 2,7603914 + Log. tang. A. 
et 

Log. t = — 3,9822401 + Log. tang.! <p. 

Et si l’on demande cette meme réfraction exprimée en secondes de la nou¬ 
velle division, on fera Log. 3,7861202 + L °g. tang. \ <p. C’est suivant 
cette règle que la première table a été construite. 

314. La seconde table a été construite sur la formule de 92. Comme la 
table de Bradley ne se rapporte pas précisément à la température des caves, 
il a fallu déterminer d’abord la fraction c ; on a trouvé Log.n=z— 1,9561860; 
ce qui a donné Fn=z 1,08485. Du logarithme de n on a déduit celui de c, 

r 

ézal à ~ 3,1 85 q 5 78 ; donc --= 3,078347. Donc enfin, la hauteur ap- 

® ' 1/2 C 

parente H étant supposée exprimée en millièmes d’un quart de circonférence, 
on a 0,3078547 H; et si l’on demande la réfraction à cette hauteur, 
exprimée en secondes de la nouvelle division, on aura Lcg. r = 3,8383798 -f- 
Log. E u. 

n 5 . Voici à présent les deux tables. 

Hauteur appar. Réfraction , exprimée en millionièmes d'un quart, Différence 


en millièmes 

ou en secondes de la nouvelle division. 

entre les 

d’un quart . 

Règle de Bradley. V'jf. 

Formule de gs*. 

Diff. 

deux tables. 


...6lll. 

....6lll. 


O 

1. 


... . 5 go 5 . 

206.. . 


G . 


— -5709. 

196. .. 

. 78 























Haut, appar. 
en millièmes 
d'un quart. 

4 * • • 

5. . . 

6. . . 
7 - . . 
8. . . 

9 * . . 

10. . . 

11. . . 

12. . . 

1 3 . . . 

14. . . 

15- • • 

16. . . 

17. . . 

18. . . 

19. . . 

20. . . 

21 . i . 
2 2. . • 

23 . . . 

24. . . 

25 . . . 

26. , . 

27. . . 

28. . . 

29. . . 

30. . . 

3 1. . . 
3 a. . . 
33 . . . 
34* * - 
35- ‘ • 
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Réfraction , exprimée en millionièmes d'un quart , 
ou en secondes de la noi velle division. 


ègle de Bradley . Bijf. 

Formule de 

92. 

Diff 

. 5 4 8 o . 

. 1 5 1. 

. . 53 4 7 


.176. . 

.5334 • 

. 146. 

. . 5 l 8 o 


.167. . 

.5jg2 . 

.142. 

. .5020 


.160. . 

. 5 o 55 . 

.137. . 

. .4869 


.i 5 i. . 

.4922 . 

.i 33 . . 

. -4725 


.144. . 

.4793 • 

.129. 

. . 4 58 7 


.r 38 . . 

.4668 . 

.125. . 

. .4456 


•131* • 

.4547 . 

.121. . 

. . 4 332 . 


.124. . 

.4430 . 

.117. . 

. .4214 . 


.118. . 

• 43 1 7 • 

.ii 3 . . 

. .4094 . 


.115. • 

.4208 . 

.109. . 

. - 399 ° • 


.109. . 

.4102 . 

.106. . 

. .3886 . 


.194. . 

.4001 . 

.101. . 

. .3786 , 


.100. . 

. 3 y 02 . 

. 99. . 

. .3691 . 


. g 5 . . 

.3807 . 

. 9 5 .. 

. .3599 . 


• 92. . 

.3716 . 

. 91. . 

. .3512 . 


87. . 

.3628 . 

. 88. . 

• .3427 . 


. 85 .... 

.3542 . 

. 86. . 

• .3347 . 


. 80. . 

.3459 . 

. 83 . . 

• .3269 . 


. 78. . 

. 338 o . 

. 79. . 

• • 3 1 93 . 


■ 7 4* • 

. 33 o 3 . 

. 77 - • 

. . 3 i 23 . 


. 72 * « 

• 322 g • 

, . 74. . 

. .3054 . 


69. . 

. 3 137 . 

* 72. . 

. .2988 . 


66. . 

. 3 oS 8 . 

. 69. . 

. .2924 . 


64. . 

.3021 . 

. 67. . 

0 .2864 . 


60. . 

.2957 . 

. 64. . 

. .2804 . 


60. . 

.2895 . 

. 62. . 

. .2746 . 


58 . . 

.2835 . 

. 60. . 

. .2691 . 


55 . . 

.2776 . 

. 5 g. . 

. .2638 . 


53 . . 

.2720 . 

. 56 . 

. .25-87 • 


31. . 

.2666 . 

• 54 * • 

. .2537 . 


50. . 

.2613 . 

• - 53 . . 

. .2489 . 


48. . 

.256a .. 


>. .2443 . 


46.. . 


Différence 
entre les 
deux tables . 
.133 
. 154 

•172 

.186 

.197 
.206 
.212 
.215 
.216 
.223 
.218 
. 216 
.215 
.213 
. QOS 
. 204 
. 201 
.195 

• ! 9° 

.185 
. 180 
.175 
. 169 
• .164 
•157 
.i5j 
.149 
.144 

.138 

.133 

.129 

.124 

.119 
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Haut, appar. Réfraction , exprimée en millionièmes d’un quart , 
en millièmes ou en secondes de la nouvelle division, 

dun quart. Règle de Bradley. Dlff- formule de 92. Dljf. 

37 .2513 .... 49 ... . q 3 9 8 .... 4 5 . 

38 . 2465 .... 48 ... . 2355 .... 43 . 

39 . 2419 .... 46 ... . 2312 .... 43 . 

40 . 2375 .... 44 ... . 2272 .... 40 . 

41 . 2332 .... 43 ... . 223 a .... 40 . 

42 . 2290 .... 42 ... . 2194 .... 38 . 

43 . 2249 .... 41 ... . 2157 .... 37 . 

44 . 2210 .... 3 g ... . QiQi .... 36 . 

45 . 2172 .... 38 ... . 2086 .... 35 . 

46 . 2135 .... 37 ... . so 53 .... 33 . 

47 . 2099 .... 36 ... . 2020 .... 33 . 

48 . 2064 .... 35 ... . 1988 .... 32 . 

49 . 2o3o .... 34 ... . 1957 . . . . 3 i . 

3o.1997 .... 33 ... . 1927 .... 30 . 

51 . 1963 .... 3 a ... . 1897 .... 30 . 

52 . 1934 .... 3 i ... . 1869 .... 28 . 

53 . 1 9°4 . . • • 3 o . . . . 1841 .... 28 . 

54 .. . 1875 .... 29 ... . 1814 .... 27 . 

55 . 1846 .... 29 ... . 1788 .... 26 . 

56 . 1819 .... 27 ... . 1763 .... 25 . 

57 . 1792 .... 27 ... . 17^8 .... 23 . 

58 . 1766 .... 26 ... . »7 1 3 .... 23 . 

5g. 1740 .... 26 ... . 1G90 .... 23 . 

f>o. 1715 .... 25 ... . 1667 .... a 3 . 

61 . 1691 .... 24 ... . 1644 .... 23 . 

62 . 1667 .... 24 ... . 1623 .... 21 . 

£3. 1644 .... q 3 ... . 1601 .... 22 . 

.. 1622 .... 22 ... . 1580 .... 21 . 

.. 1600 .... 22 ... . i 56 o .... 20 . 

66 . l5 79 • • ’ * 91 • • • • l5 4 ° .... 20 . 

67 .i 558 .... 21 .... i 52 i .... 19 . 

68 . • » • J537 • • • • 2i . .% . i 5 ua . . . . 19 . 


Différence 
entre les 
deux tables . 

. . 1 15 
. . 110 
. . 107 
. . io 3 
. . 100 
. . 96 

. . 92 

. . 89 

. . 86 
. . 82 

. . 79 

. . 76 
. . 7 3 
. . 7 o 
. . 68 
. . 65 

. . 63 

. . 61 

. . 58 

. . 56 

. . 54 

. . 53 

. . 5 o 
. . 48 

. . 47 

. . 44 

. , 4 3 
. . 42 

. . 40 

. , 3g 

. . 3 T 

• . 35 
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Haut . appar. Réfraction, exprimée en millionièmes <T un quart. Différence 

en millièmes ou en secondes de la nouvelle division . entre les 

d'un quart . Règle de Bradley t Diffi Formule de gs. Dijf. deux tables » 

69.* 5 i 7 .... qo ... . i 4 83 .... 19 ... . 34 

7 ° .. • 1498 • ... 19 •.. . 1465 .... 18 ... . 33 

. 1479 . . • • 19 • • * • M 4 & .... 17 ... . 3 t 

7*. *461 .... 18 ... . 1431 .... 17 ... . 

73 . 1443 .... 18 ... . 1414 .... 17 ... . 2g 

74 .. 14 25 .... 18 ... . 1397 .... 17 ... . qS 

75 . 1408 .... 17 ... . i 38 j .... 16 ... . 27 

76 .i 3 gi .... 17 ... . i 365 .... 16 ... . a 5 

77 . 1 375 .... 16 ... . i 35 o .... i 5 ... . 25 

78 . 1359 .... 16 ... . 1 333 .... i 5 ... . 24 

79 . 1343 .... 16 ... . i33o .... i 3 ... . 23 

80 .1 3 <27 .... l6 ... . 1305 .... l 5 ... . Q2 

81 . i3i2....i5....iQgi....i4.... 21 

82 . 12 97 .... i 5 ... . 1277 .... 14 ... . 20 

83 .iq 83 .... 14 ... . 1264 .... 13 ... . jg 

84 .1269 .... 14 ... . i 2 5 o .... 14 ... . 19 

83. ™ 55 .... 14 ... . 1237 .... i 3 ... . 18 

86 . 1241 .... 14 ... . 1224 • » . . 13 . . . . 17 

87 .1228 .... i 3 ... . 1212 .... 12 ... , 16 

88 .iqi 5 .... i 3 ... . 119g .... i 3 ... . 16 

89 . 1202 .... 13 ... . 1187 .... 12 ... . i5 

90 . 1189 .... 13 ... . 1176 .... 11 ... . i3 

91 . 1177 .... 12 ... . 1164 .... 12 ... . 

92 ..1165 .... 12 ... . 1 133 .... 11 ... , X2 

g 3 .. 1133 .... 12 ... . 1141 .... 12 ... . ia 

94 . J, 4 2 • • • • 3 i ... . 3 i 3 o . . . . 11 . . . # 12 

9 5 ........ 1331 «...il.... 1120 .... 10 .... if 

9^. 1119 .... 12 ... . 1109 .... 11 ... . 10 

97 . 1108 .... 11 ... . 1098 .... 11 ... . 10 

9 8 . 10 98 .... 10 ... . 1088 .... 10 ... . 1Q 

99 . 108 7 .... Il ... # ,078 .... ÎO ... . g 

joo . ••••••• 1077 . . , 10 . , t . 1069 .... 9...» 8 - 
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116. Cette table peut donc nous faire apprécier l’erreur à laquelle nous 
expose la règle de Bradley , appliquée aux réfractions approchantes de l’hori¬ 
zon. Dans les températures moyennes, cette erreur atteint son maximum 
à 0,01 3 ou soixante-dix minutes de hauteur apparente; elle y est égale à 
7 a secondes de l’ancienne division ; de là elle diminue peu-à-peu , et à dix 
dégrés de hauteur apparente les résultats des deux règles ne diffèrent plus 
sensiblement entr’eux. Il est à présumer que dans des froids très-rigoureux 
ces erreurs deviendront beaucoup plus considérables. En les supposant 
proportionnelles à la densité de l’air, supposition au moins très-probable, 
on pourra faire usage de la table de ces erreurs que nous venons de donner, 
pour déterminer avec assez de précision, la réfraction qui appartient à une 
hauteur apparente proposée, indépendamment de la table des logarithmes 
de E U On la calculera d’après la règle de Bradley , en observant d’en ôter 
ensuite la différence constamment positive , que cette règle aura produite. 
L’exposition de cette règle, et l’application qu’il faut en faire dans les diffé¬ 
rentes températures de l’air, seront l’objet du chapitre suivant. 





CHAPITRE CINQUIÈME. 

Examen des solutions d'Euler, Bradley , Ma$er 

et Lambert. 


SOLUTION D’EULER. 

.Nous devons à cet illustre géomètre un mémoire sur la réfraction de léb 
lumière en passant par Vatmosphère , selon les divers degrés, tant de la chaleur, 
que de Vélasticité de Vair , inséré parmi ceux de Vacadémie de Berlin. 1754. 

2. Euler commence par supposer une certaine température fondamentale 
de l’air, à laquelle il rapporte toutes les autres. Il désigne par h la hauteur 
du baromètre à cette température ; par n le rapport de la densité de cet air 
à celle du mercure ; par 1 : a. le rapport du Sinus d’incidence au Sinus de 
réfraction, pour les rayons qui entrent du vuide dans cet air; par y son 
élasticité spécifique ; par g celle qu’il exerce à une autre température quel¬ 
conque. On trouve chez Euler le ternie de chaleur à la place de celui 
d'élasticité spécifique: erreur très-pardonnable sans doute avant les découvertes 
de Priestley . 

3 . Ayant constamment désigné par h la hauteur du baromètre ; par h la 
soutangente barométrique ; par 1 ; 1 -J- a le rapport du Sinus d’incidence au 
Sinus de réfraction , pour les rayons qui passent de l’air dans le vuide; 
ayant désigné de plus par B, H , W, ce que deviennent les quantités b , h 3 
iù à une certaine température déterminée; l’on voit que c& d'Euler répond à 
1 — W de notre analyse; que le produit nb chez Euler désigne la soutan¬ 
gente barométrique à la température qu’il regarde comme fondamentale; 

H h 

que le n d'Euler est identique avec notre ; qu’enfin la fraction d'Euler 

B y 

ne sert qu’à exprimer généralement cette même soutangente barométrique, 
que nous avons coutume de désigner par h. 

4 - Ce géomètre voudroit que l’on prit pour température fondamentale de 

l’air, celle qui répond à *= ; et pour laquelle nb ou H est égale à 




160 CIIAP. V. EXAMEN DES SOLUTIONS D*£ULER, 

ioooo fois vingt-huit pouces, ou 23333 pieds, faisant la 858 ième partie du 
rayon de la terre. Une pareille soutangente suppose une température de 
huit degrés au-dessous de la glace ; encore faut- il lui joindre une hauteur 
barométrique de 2 7 pouces , 4 lignes. L’état de l’air, supposé par Euler , 
ne peut donc pas être considéré comme état moyen ; nous lui substituerons 
delui de *8 poil, barom . et io° de Réaumur ; ce qui nous donnera, comme 
jusqu’ici , 0,000275 ; et //= 4218 toises ; d’où l’on tire 

« Log. W = —4,4.193337; 

Log. H = 3,6*5 »o66; 

Log . a W = 2,9548*54; 

Log.{H: a) = — 3 ,1 og61 3 p. 

5. Euler jugea de même que nous, l’élasticité spécifique de l’air décrois¬ 
sante depuis l’horizon jusqu’aux régions élevées de l’atmosphère. Il la désigne 
par g à l’horizon ; par v à la hauteur x ; le rapport g:v est donc identique¬ 
ment le meme que le notre 1 : E. Il suppose g : v =/-f- x :ff ce qui donne 


/+* 


—. t : g 

6. Nous avons supposé E = e ; ainsi la ligne / dC Euler n’est autre 

chose que notre soutangente aux élasticités spécifiques g. De plus , la dif¬ 
férence entre les deux formules, n’est pas de nature à pouvoir influer sensi- 

Æ x* x 3 

blement sur le calcul des réfractions. L’une donne Exx 1-(-■—— -4-etc. ; 

g g g 1 

l’autre donne E = J - —-(- + etc - et comme g est égale à 30000 

g *g- 6 g 5 

toises à-peu-près, l’on voit que les deux formules ne commencent à différer 
sensiblement entr’elles qu’à des hauteurs, où la densité de l’air elle-même a 
cessé d’être sensible. 

7. Passant au rapport qui doit exister entre les densités de l’air à 1 horizon 
çt à la- hautetir x, qu’il désigne par /::</, et qui par conséquent est iden¬ 
tique avec 1 : Y de notre analyse , il trouve Log. ~ = — Log. 

+K-*s)“ s îr' 


avions 


g/ gh 2 g' h 

i x I g s X: s \ g —h . x * , 

euZeg. T =-j+j(e —) = *+ ~ h + 6g> h 

. ' > V -f- 


-——.— etc. ; tandis que nous 

3 r 4g 4 

x 3 


/ 


BRADLEY, MAYER ET LAMBERT, \$i 


x 4 

i - tt etc • -^ a ta k* e suivante nous fera connoître 

Q 4 g3y$ 

peut y avoir entre les deux formules. 


la différence qu’il 


Hauteur x 9 

Densité de l’air 

, en supposant 

Différence . 

en toises . 

T? — X: S 

E~e 

E- S 




i ? + * 


o . 

. . . .1,00000. . 

. .1,00000. . 

. . 0,00000 

1000 . 

. . . .o, 8 o 35 o. . 

0 

CO 

0 

00 

0 

. . 0,00049 

2000 . 

. . ; .0,63964. . 

. .0,63834. . 

. . 0,00130 

3 ooo . 

. . . .o,5o 4 3o. . 

. .0,50236. . 

. . 0,00194 

4000 . 

. . . .0,39371. . 

. .0,39143. . 

. . 0,00228 

5ooo .‘ 

. . . .0,30422. . 

. .o, 3 oigg. . 

. . 0,00223 

6000 . 

. . . .o,23q6o. . 

. .0,23070. . 

. . 0,001 go 

7000 . 

. . .0,17584. . 

. .0,17453. . 

. . 0,00131 

0 

c 

0 

00 

• • • -0,13143. . 

. .0,13075. . 

. . 0,00068 

9000 . . 

0 

'b 

UD 

O 

Cl 

. .0,09701. . 

. . 0,00007 

10000 . . 

. . . .0,07083. . 

. .0,07128. . 

. — 0,ooo 4 5 

11000 . . 

. . . .0,05102. . 

• .o,o 5 i 88 . . 

• — 0,00085 

12000 . . 

... .0,03627. . 

. .0,03739. . 

. —0,00112 

i 3 ooo . . 

. . . .o,oq5 4 3. . 

. .0,02670. . 

. —0,00127 

1 4000 . . 

. . . .0,01758. . 

. .o,oiS88. . 

. — o,ooi 3 o 

i 5 ooo . . 

• • . .0,01084. . 

. .o,oi323. . 

. —0,00128 

16000 . .' 

• • . .0,00803. * 

. .0,00918. . 

. —0,0011 5 

17000 . . 

• • • .o,oo 53 i. . 

. .o,oo 63 i. . 

. —0,00100 

18000 . . 

. . . .o,oo 3 4 5 . . 

. .0,00430. . 

. —0,00095 

19000 . . 

. . . .0,00220. . 

. .0,00290. . 

. —0,00070 

20000 . . 

• . . .0,00138. . 

. .0,00194. . 

. —0,00056. 

’on voit par 

cette table , qu’au 

commencement 

la densité de 


d’après notre formule l’emporte sur celle d’Euler; qu’à neuf mille toises de 
hauteur les deux courbes des densités se croissent, et qu’au-delà de ce 
terme la densité d’Euler a constamment la préférence. la différence au reste 
atteint son maximum à neuf mille toises de hauteur ; et comme elle n’y est 
égale qu’à la cinq-centième partie de la densité de l’air près l’horizon ‘ Von 
voit qu il est absolument indiffèrent pour le calcul des réfractions , cFadopter 
la formule d’Euler ou bien la nôtre. 

*X 
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g. Ce géomètre se rencontre donc encore avec nous dans la soutangente 

o h , . , 

de la véritable courbe aux densités —- , que nous avons désigné par s : 

g_ h 

supposé toutes fois que cette soutangente diffère réellement et d’une manière 
sensible de la soutangente barométrique h , ce qui au moins se trouve dé¬ 
menti par les observations de Bouguer , faites dans la zone torride. 

10. Passant ensuite à la perpendiculaire C 7 ", il la trouve, en réduisant 
ses dénominations aux nôtres, égale à (1 -} -u—co Y) a S in. A. Il donne enfin 
la différentielle de l’angle au centre, d <£>. Elle revient exactement à la 

/vt dv . „ a Sin. A v , , j 

nôtre, -, si Ion met- a la place de 

1 / (i_vv-2*>+2A>r)’ v 

son x. Restoit à intégrer cette différentielle. Ici tout l’art de ce grand géo¬ 
mètre se trouve en défaut. Voilà comment il s’exprime: „ Mais de quelque 
« manière qu’on tente cette équation, on n’en tirera jamais une expression 
„ qui marque la quantité de la réfraction pour toutes les hauteurs, quoi- 

qu’il soit fort aisé d’en assigner les réfractions qui répondent à des hauteurs 
v considérables: or pour les hauteurs fort petites, ces expressions s’écarteront 
„ toujours beaucoup de la vérité. Ainsi tout revient ici à la découverte 
„ d'une méthode toute particulière qui nous conduise à la véritable cour- 
„ bure du rayon. *’ 

11. La méthode naturelle qui y conduisoit, étoit de développer en série 
la différentielle proposée, et de faire l’intégration de chacune de ses parties, 

en la réduisant à l’intégrale de e ‘ dt. Il auroit fallu construire une table 
de ces intégrales, que ce géomètre auroit construite en fort peu de tems, 
lui qui en a construit un si grand nombre de bien plus difficiles , et nous 
pouvons dire, de bien moins nécessaires. 

12. La méthode toute particulière d'Euler se réduisoit au reste, à regarder 
la trajectoire comme faisant partie d’une courbe asymptotique, très-éloignée 

m — 1 

de son commencement, et comprise sous l’équation f=.Cy • Il se crut 
autorisé à cette supposition par la considération seule que la courbure de la 
trajectoire est partout extrêmement petite. Cette considération ne suffit pas. 
Une considération bien autrement rigoureuse nous fait voir que le rayon 
osculateur aux différens points de la trajectoire devant être réciproquement 
proportionnel à la densité de l’air, et devant conséquemment augmenter 
dans le rapport de un à dix mille , dans un espace qui ne vaut pas encore 
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la millième partie du rayon de la terre, un décroissement aussi rapide dans 
la courbure doit seul suffire pour exclure toutes les courbes du genre hy- 

m — i 

perbolique, comprises sous l'équation t = Cy • Aussi nous allons voir 
que les formules d’ Euler , bien loin d’être rigoureuses, ne peuvent pas même 
ctre admises comme des méthodes d’approximation. 

1 3 . Euler avoit donc quatre constantes à déterminer : la position de 
l’asymptote; l’éloignement du centre; le facteur c, et l’exposant m. Il se 
procure quatre équations pour déterminer ces constantes : et après avoir fait 
les éliminations nécessaires, il trouve la réfraction demandée r comprise 
sous une équation du second ordre rr-j- îPr —- jQ O. 

14. Les coëfficiens P , Q , dépendent tant de la distance apparente A, 
que de l’état de l’air au moment de l’observation. Euler- employé les quan¬ 
tités constantes B, D, pour déterminer le dernier. Ces quantités paroissent 
chez lui sous une forme très-compiiquee. On les simplifiera beaucoup en’ 


considérant, que le n d'Euler n’est autre chose que que son 
simplement la soutangente barométrique h ; que son ^ E n » ( 


"Mau; 


i • W O II , , . 

chose que ca ; de plus on sait que se réduit de même à a; qu’enfi* 

’~—j i n’est autre chose que s, soutangente aux densités. 

i 5 . Faisant les opérations nécessaires, le D à 'Euler se réduira simplement à 

—-, ou bien à la fraction — : de plus on aura B zzz c a - 4 - £ ( J ^ 
caCl ca ca uhk 

Cette dernière quantité est particulière à la solution d 'Euler. On ne fera pa* 

mal de lui consacrer une lettre particulière; aiusi, faisant ^j 

h h 

B deviendra éçale à -i- 


16. Remarquons que les variations de cette fraction i ne sont guères sen¬ 
sibles dans les difïérens états de l’air. Supposant g= 27183 toises, conformé¬ 
ment à la réfraction horizontale de Bradley , on aura pour trente dégrés au- 
dessus de la glace iz=z 0,7 1443 ; et pour dix dégrés au-dessous d’elle, iiz:0,7 8074. 

17. On trouvera enfin, après avoir fait les substitutions convenables, et 
supprimé les quantités qui peuvent l’etre sans erreur sensible, 

X 2 
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s p __ _ (« + 0 « _ . 

(c —«) tang. A — {}— u) cot. A 9 

OO — __. 

^ ^ (c — «) — (< — *0 CO/. 

Alors on aura rr-f- 2 P r = jQ ,* équation finale , qui d’après Euler ren¬ 

ferme la solution complette et générale du problème des réfractions. 

18. Il est assez singulier que les règles de Bradley , Mayer et Lambert 
reviennent également à la solution d’une équation du second degré. Il est 
plus singulier peut-être qu’aucun de ces géomètres n’ait tiré parti de la bis- 
section de l’angle, pour résoudre son équation. Ayant r r -f- Q P r = Q Q, 

l’inconnue r sera égale à Q tang. \ Ç> ; l’angle Ç) étant tel que tang. <p = p. 

ig. Le cas de A = go° donne la réfraction horizontale Rz=z co, multiplié 
par la racine quarrée de--. Ainsi donc dans la solution à. Euler y de 

même que dans la notre, la réfraction horizontale est sensiblement propor¬ 
tionnelle à la hauteur du baromètre, divisée par la racine quarrée du cube 
de son élasticité spécifique. 

qo. L’évaluation numérique de cette formule servira de pierre de touche 
au système de ce grand géomètre. Supposons d’abord l’élasticité spécifique 
constante, et par conséquent g infini, et h = 5 = 4218 toises ; d’où l’on tire 
£=0,0012871; et c— où = 0,0010121. Ayant appliqué ces données, à la 

1 . . a F n , l/ 7 r 

formule exacte et rigoureuse de la réfraction horizontale — ^/~f c — 5 nous 

l’avons trouvée égale à 36 ' 26"; l’erreur de 3 ' 3 o" nous avoit fait conclure 
que dans nos zones tempérées l’élasticité spécifique de l’air devoit aller en 
décroissant. Substituant ces mêmes données dans la formule à Euler y on 
trouve 42' de réfraction horizontale ; ainsi au lieu d’une erreur de trois mi¬ 
nutes on en aura une de neuf minutes. 

21. Désirant de faire disparoître cette différence de 3 3 o qui subsistoit 
encore entre le calcul et l’observation, nous avons recherché la valeur qu’il 

falloit mettre à la place de c, pour que la formule donnât 

exactement 32' 56" de réfraction horizontale ; nous avons trouvé c=o,ooi 5235 ; 
d’où nous avons tiré s = 499 3 toises ; et comparant entr’elles les deux sou- 
tangentes A, s y nous en avons déduit la soutangente aux élasticités spécifiques 
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g- m 27183 toises. Substituant cette valeur de c dans la formule d'Euler , 
elle donnera 37' 5 o" de réfraction horizontale; elle laissera donc subsister 
une erreur de cinq minutes, tandis qu’à la rigueur il ne devoit plus y en 
avoir. 

22. Si Ion cherche quel devroit être c, pour que la formule donnât 
exactement 3 2' 56 * de réfraction horizontale, nous trouverons c=z 0,001 g2 3 1 ; 
d’oii l’on tire 5 == 6302 toises; ce qui donne enfin 12754 toises pour soutan- 
gente des élasticités spécifiques. La formule d'Euler suppose donc à l’élasti¬ 
cité spécifique de l’air un décroissement très-rapide, et tel, qu’à la hauteur 
de 8800 toises elle se trouve déjà réduite à la moitié de ce qu’elle étoit à; 
l’horizon : tandis que d’après la véritable formule elle étoit, si non entiè- 
ment constante, du moins décroissante dans des rapports bien moins diffé- 
rens de l’unité. 

2 3 . Désignant par R — dR la réfraction qui appartient à la hauteur ap¬ 
parente d H supposée infiniment petite, nous avons vu que le rapport 
dR :dII devoit être rigoureusement celui de u: c-*>. La formule d'Euler 
au contraire donne dR:dHz= Çi -f -L) *.■*-«. Comme 1 +±= 1,3; 

à-peu-près, l’on voit que les formules d'Euler font prendre aux réfractions 
approchantes de l’horizon des décroissemens plus grands d’un tiers, qu’elles 
ne devroient en prendre , et qu’elles n’en prennent réellement. 

24. Continuons cet examen , et déterminons la réfraction à 45 0 de hauteur 
apparente. Elle doit etre où. La formule d'Euler, appliquée au cas de 

tang. A == cotang. A 1, ‘donnera ^ pour la valeur de cette réfraction; ce 

qui revient à-peu-près à deux minutes et demie. 

2 3 . Ces exemples sont plus que suffisans pour faire voir , qu’en se servant 
des formules d'Euler , on s’exposeroit à des erreurs de plusieurs minutes, 
non seulement près de l’horizon , mais même à des hauteurs quelconques.' 
Ce grand analyste n’a pas été heureux dans le choix de la méthode d’approxi¬ 
mation , dont il fut obligé de faire usage , faute de connoître le seul chemin 
qui pom oit le conduire à la solution rigoureuse. Il paroît au reste que le 
jugement que nous venons de porter, n’appartient pas à nous seuls; car 
d’un côté , l’on ne voit pas que les formules d'Euler aient été suivies par au¬ 
cun astronome; de l’autre, nous ne voyons pas non plus q u 'Euler y soit 
jamais revenu dans aucun de ses ouvrages postérieurs» 
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SOLUTION DE BRADLEY. 

26. La règle de cet astronome a acquis la plus grande célébrité : presque 
tous les astronomes s’en servent aujourd’hui dans le calcul des réfractions; il 
est d’autant plus nécessaire que nous la soumettions à une analyse rigoureuse. 

27. Le principe sur lequel elle est fondée, regarde le rapport entre l’angle 
au centre ACP, et la partie de la réfraction astronomique qui lui appar¬ 
tient , c’est-à-dire, la courbure de l’arc A P. Bradley , Simpson , BosœoUh, 
supposoient ce rapport constant, non seulement dans tous les points de la 
trajectoire où la densité de l’air est encore sensible, mais encore dans les 
différens états de l’atmosphère, dont les variations , selon eux, ne dévoient 
pas influer sensiblement sur le rapport AC P : AP. C’est donc la le principe, 
qu’avant tout il conviendra d’examiner. 

28 Supposant la réfraction astronomique proportionnelle à la tangente ce 
la distance apparente , ce qui a lieu depuis le zénith jusqu’à 70» de distance , 
nous aurons d’abord A S = « rang. A. Mettant a Y à U place de «, nous 
aurons la réfraction du même astre, l’observateur se trouvant place en P: 
donc P S — u Y tang. A. La courbure de l’arc A P sera donc égalé a 

ca ( 1 — Y) tang. A. , , r . 

<29. Désignant de même la hauteur M P au-dessus de la surface de la terre 

par x , l’angle au centre ACP deviendra *J* 3 L± } donc, divisant la cour- 

au ( 1 — Y) m 

bure de l’arc A P par l’angle au centre C, on aura la fraction ---> 


qui par le développement de Y se réduit à !L ou n, multiplié par 
1 _ _ï!_ -f «c.Nous ferons là-dessus les réflexions suivantes. 

30., Premièrement. Le rapport de la réfraction à l’angle au centre, ou 
AP : C , ne peut être censé constant, qu’autant que la hauteui x peut être 
regardée comme évanouissante à l'égard de a f. La constance de ce rapport 
ne nourra donc être admissible que pour des hauteurs de cinq-cent à six- 
cent toises tout au plus ; et alors on aura la courbure de l’arc AP égale à n C. 
La formule que nous venons de trouver, nous apprend qu’à la hauteur 
*=/, où la densité de l’air est très-sensible encore, parce qu’elle ne se 
trouve réduite encore qu’au tiers de ce qu’elle étoit à l’horizon , ce rapport 
se réduit de u i c à cà • 2 c. 
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31. Secondement . Dès que la distance apparente excède 70°, le rapport de 
la réfraction à l’angle au centre devient tellement variable, que le principe 
de Bradley ne sauroit plus être admissible qu’à la hauteur de quelques cen¬ 
taines de toises tout au plus. C’est ainsi que dans le cas de A zzz 90°, à la 
température supposée jusqu’ici comme fondamentale , ce rapport se trouve 
égal à 5,14 à cinquante toises de hauteur; tandis qu’à quatre cent toises il est 
45-5^. Ainsi dans les cas mêmes, où l’on voudroit se borner à des hauteurs 
de 5 oo à 600 toises , la règle de Bradley ne seroit encore appliquable qu’en 
supposant à l’astre plus de dix degrés de hauteur apparente. Aussi nous avons 
vu dans le chapitre précédent, combien cette règle, appliquée à des hau¬ 
teurs fort approchantes de l’horizon, s’éloignoit de la théorie rigoureuse. 

39 . ,Troisièmement . En réduisant à de justes limites le principe d e Bradley, 
concernant la constance du rapport susdit, il est faux que ce rapport soit 
le même dans les différens états de l’air; la fraction co : c qui l’exprime se 
trouvant proportionnelle à la hauteur du baromètre, divisée par le quarré 
de l’élasticité spécifique. Supposant la première de 28 pouces, on trouvera 
à la température de la fraction a : c 


+ 3 o . . . . 


-f- 20 . . . . 

.... 0,16445; 

+10... . 


0.... , 

.0,19886; 

—10... . 



Ainsi cette fraction, variant au moins depuis o,i 5 jusqu’à 0,22 , ne peut 
nullement être regardée comme constante dans les différens états de l’air. 

33 . Quatrièmement . Convenons que Bradley n’a pas été trop heureux en 
supposant cette fraction égale à un septième à la température de lo°; c’est 
la valeur qu'elle doit avoir à 35 °, et non à dit r. 

34. Tel est le principe sur lequel cet astronome avoit établi le théorème 
suivant: La refraction est proportionnelle à la tangente de la distance apparente , 
diminuée d'un certain multiple de la r fraction. Il multiplioit la réfraction par la 

moitié de ~—1 ; ou par -—-. Ainsi, ayant supposé la réfraction égale un 

septième de l’angle au centre, ce qui donnoit n = la réfraction chez lui 
étoit proportionnelle à la tangente de la distance apparente, diminuée de 
trois fois la réfraction. Et sur ce principe il calcula sa table. 
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,, u réfraction horizontale resta indéterminée dans ce système; il fallut 
y suppléer par l’observation. Alors, désignant par R cette réfraction horizon¬ 
tale ; par r toute autre réfraction, appartenante à la distance A , et par m le 

facteur constant, qui selon Bradley est égal à , quand le rapport de la 

réfraction à l’angle au centre est exprimé par « : c , nous aurons la propor, 
ti on r: Ii —tang. ( A-mr) : cotang. m R ; qu. nous fournit l’équation trcs- 
sirnple dusecond dégré : m r r «n g . A + r^rnXBmg. A_ Delà* résidus 
la règle très-simple pour calculer la réfraction : faites r—R tang. s‘an¬ 
gle c p étant tel que tang. <p = 1 m R tang. A. 

,6 Désignant par R — d R la réfraction qui répond à la hauteur appa¬ 
rente d H, supposée infiniment petite , la théorie rigoureuse exige que 
d R 'dH —a : c-a. Voyons ce que donnera la règle de Bradlty. Ayant 
dans ce cas co tang. A— d H, l’équation mrr tang. A + r = mRR tang. J 
deviendra m R R - a mRd R+R d H— m R R ; ainsi 1 onjiura dH—amdR. 

Et comme le m de Bradley répond exactement à notre ^ on aura de 

même dR : dH —u:c— a. Ainsi donc dans ce point, la réglé de Bradity 
se rencontre exactement avec la théorie rigoureuse des refractions. 

37. Aussitôt que la hauteur apparente approche de 1 5 ou de eo dégrés, 
l’anale ffl deviendra assez petit pour être confondu avec sa tangente ; et des¬ 
sous aurons r=mRR tang. A. I.a théorie rigoureuse exige que 
T _ a tan „ A. L’équation qui en résulte u~m R R fait trouver m, lorsque 
ae tR ‘ont donnés; eneffet, supposant avec BradUy a =V—°,oooa 7 634 f 
et R^ji — 0,00959931 ; on trouve fort exactement m= 3 ; c’est la valeur 
que Bradley avoit supposé à son coefficient. 

38. Mais m devant être en même tems égale à , on en tue lujt.n 

• _ , aa = (c-«) R R. Le principe de Bradley n’est donc rigoureusement 

admissible qu’autant que la réfraction horizontale R est égale a « , multiplié 

aorrpp de * C’est exactement la formule d "'Euler; on ne 
par la racine quarree 

• QffPT1 du à la retrouver dans la règle de Bradley. Nous avons 

VK Z, « h-. * 37 ' >»• - '■ 

A s» a.. »' s«’ü X « ■ *“-«■ - rüT 
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formule véritable La règle de Bradley ne sauroit donc être vraie 

l /îc 

à la rigueur, ce que l’analyse rigoureuse de ses principes nous avoit déjà 
fait prévoir. 

39. Resteroit à examiner, s’il n’y aura pas moyen de tirer parti de la règle 
de Bradlty , pour les réfractions approchantes de l’horizon, en substituant à 

m sa véritable valeur -—-, qui dans le cas de io° de Reaumur revient à 

2 Cd 

2, 27 au lieu de trois , que Bradley avoit supposé. C’est un travail que 
nous laisserons au lecteur. En comparant les réfractions ainsi calculées avec 
ce qu’elles devroient être conformément à la formule de IV. 92, il trouvera 
à un degré de hauteur une minute d’erreur; à trois degrés il en trouvera. 
deux; à huit degrés , une et demie ; en un mot il verra que la supposition 

produira par tout des erreurs beaucoup plus considérables, que 


RR 


ei l’on avoit supposé avec Bradley m m 

40. Voilà donc en peu de mots le parti que l’on pourra tirer de la règle 

de Bradley. Faisant m = - , et par conséquent tang. <p z=z — tang. A ; 

xt A R 


on aura rxnR tang. \ <£>. Cette règle donnera avec une très-grande précision, 
les réfractions depuis 70° de distance jusqu’à 80 degrés passés. Elle est in¬ 
utile pour des hauteurs plus considérables , parce qu’alors on aura très-exacte.- 
ment rzxzca tang. A; elle est fautive pour des hauteurs au-dessous de huit ou 
neuf dégrés, parce qu’elle y produit des erreurs de quatre-vingt, et même 
de quatre-vingt-dix secondes, d’après le calcul que nous en avons fait dans 
le chapitre précédent. 

SOLUTION DE MAYER. 


41. La règle de cet astronome, proposée sans démonstration dans ses 
tables de la lune, est encore aujourd'hui un problème à résoudre, parce 
qu’il nous a laissé-ignorer le chemin qui l’y a conduit. Il me paroît qu’ayant 
examiné les réglés & Euler et de Bradley , et ayant remarqué que l’une et 
l’autre se réduisoi.t à une équation du second degré, il a cru se rapprocher 
encore davantage de la vérité, en apportant à cette dernière une légère 
modification. La réfraction r chez Mayer qst la racine de l’équation suivante 

Y 
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du second degré: r r -j- 2 Nr Sin. A. Cos. A zzr. M z Sinr A. Elle est donc 
égale à M Sin. A tang. | Ç ; l'angle <p étant déterminé de manière que 

^ M 

42. Les quantités constantes M , N, dépendent de l’état de l’air. Désignant 

par b la hauteur du baromètre ; par h la soutangente barométrique ; par B 

et H ce que deviennent ces quantités dans le cas de q8 poil, barom. le ther- 

A , . . ,, 33 ' b H * 1 

mometre se trouvant au terme meme de la glace , on aura M = —j g fp i ‘ 5 

Hz=z 33670 ; et —- = —--. 

B h h N 33 ]/ H 

43. La règle de Meyer donnera donc d’abord pour réfraction horizontale 

*3' b H 1 ' 1 

M ou - * - ,. a — Ensuite, désignant par R—dR la réfraction qui répond 

à la hauteur apparente d H supposée infiniment petite, on aura 

dH 

b H H 

ou égal à 32670" . la règle de Mayer suppose donc premièrement , 

que la réfraction horizontale est proportionnelle à la hauteur du baromètre, 
divisée par la racine quarrée du cube de l’élasticité spécifique ; secondement , 

qüe le rapport est proportionnel à la hauteur du baromètre , divisée par 

d H 

le quairé de l’élasticité spécifique. 

44. Les valeurs rigoureuses de M et N seront donc celles de la réfraction 
horizontale R , et du rapport d R : dH ; c’est-à-dire, qu’on aura Al=: - * 7r ‘ > 


et AT=—La réfraction de Mayer , réduite aux valeurs rigoureuses que 

C — CO 

doivent avoir les constantes de son équation, sera égale à R Sin. A. tang.±.<p ; 
l’angle Ç> ayant pour tangente 


45. Aussitôt que la hauteur apparente H a passé 20°, l’angle <p se trou¬ 
vera assez petit pour être confondu avec sa tangente; dès-lors on aura 

r C —- Rr tang. A. La théorie rigoureuse exige que r = « tang. A. Egalant 
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ensemble les deux expressions, on en tire R= . Ainsi cette for- 

(c — a) 

mule,, qui appartient' originairement à Euler , et que nous avons déjà ren¬ 
contrée dans la; règle de Bradky , se retrouve encore dans celle de Aicrycr. 
Oix voit fort bien dans quelle source ces messieurs ont puisé. 

46. La fraction C EZJÎ n’étant autre chose que le q ni de Bradky , la règle 

de Mayer se réduira donc à r =. R S in. A. tang. { ® ; ayant tang. <p ^ 
2 m R sec. A. Celle de Bradky avoit été r R tang. I Q ; ayant tang. <p 

5 m R tang. A. La petitesse des deux fractions R et q m R rend absolument 
insensible la différence entre les deux règles, qui dans tout autre cas auroit 
été très-considérable sans doute. On peut facilement s’assurer par le calcul t 
que la différence entre les deux résultats ne va nulle part à une seconde. 
La règle de Bradley mérite d’être préférée, parce qu’avec deux facteurs de 
moins , elle donne les mêmes résultats. Quant à Mayer , il est difficile de 
déviner les raisons qui ont pu motiver cet astronome , à apporter à la règle 
de son prédécesseur un amendement reconnu pour inutile. 

SOLUTION DE LAMBERT. 

47. Cet astronome a d’abord exposé sa méthode dans un traité qui a pour 
titre: Les propriétés remarquables de la route de la lumière par les airs; à la 
Haye , 17 - 5 g. Il y est revenu depuis dans un mémoire sur les réfractions , 
inséré parmi ceux des éphémérides de Berlin , année 1779. 

48. Voulant entièrement éviter les hypothèses physiques, auxquelles il 
ne se fioit pas, il établit sa règle sur une considération purement géométrique. 
Il s’attache d’abord à déterminer le lieu géométrique du point S, dans lequel 
le rayon visuel BS rencontre l’asymptote de la trajectoire ISG. Il s’assure 
par le calcul que la courbure entière de cette ligne, depuis le zénith jusqu’à 
l’horizon, n’excède pas quatre degrés. Il en conclut que cette courbe peut 
être regardée comme circulaire sans erreur sensible; et sut cette hypothèse 
il établit sa règle. Voyons d’abord ce que c’est que cette courbe. 

49. Désignant (Jg. I.) la. distance apparente /AS par A, et la réfraction IS B 

par r , on trouvera la ligne BS — t 1 + « A — Sm. (A + r) ^ ^ ^ 

c& Sin A 

•e réduit à a, multiplié par ^Cos. A +| rSin. A + \ r* Cos.A-e/c. 
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Mettant ici à la place de r la valeur c*> tang. A , qui lui appartient depliis 
le zénith jusqu’à 70° de distance, la ligne BS en restera absolument indé¬ 
terminée. Il faut remonter jusqu’à la formule donnée en II, 43 , 45 > P our 
trouver une expression de r, qui empêche que les termes initiaux de la série 
ne se détruisent mutuellement. On aura BS = s sec. A. Ainsi donc, de¬ 
puis le zénith jusqu’à 8o° de distance, le lieu géométrique des points S sera 
sans erreur sensible une ligne droite, perpendiculaire à 1 axe C/, et elevée 
au-dessus de la surface de la terre d’une hauteur égale à s, soutangente 
aux densités. 

5o. On en tirera la conséquence naturelle qu’au zénith même le rayon 
oscillateur de la courbe en question est infiniment grand ; conséquence peu 
favorable en effet à l’hypothèse circulaire de cet astronome. Reste à voir ce 
que deviendra cette courbe aux approches de l’horizon. Faisant A = 90°, 

on aura = — +—• Désignant de même par R — d R la réfraction ho- 
a R 2 

rizontale appartenante à la hauteur dJI , supposée infiniment petite, on aura 

B ^^ TT J L Cd R. Enfin , remettant à la place de d R 


. valeur 


*dH 


\RR 

BS 1 


BS 7cRR — uRR — 7 u u 


d H. 


a~~ a 9 RR (c — u) 

5 i. Soit B D (fig.III.) une ligne horizontale quelconque; B A, la verticale 
passant par B; AS ED le lieu géométrique des points S ; et D B E l’angle 
infiniment petit que nous avons désigné par dH; nous aurons donc B A — s ; 

BD = a, multiplié par £ + et BD — B E = a, multiplié par 
R 2 

g c RR-~ c*R R-—* ou d jj si l’on suppose la courbe AS ED sensiblement 
7 RR (c cS) 

circulaire , il ne reste plus qu’à déterminer le rayon de ce cercle , dont le 
centre doit naturellement se trouver sur le prolongement de la verticale A B. 
On peut le déterminer de deux manières , d’après le choix qu on aura fait 
j rleux points A , D ; ou bien des deux points D , E . Dans le premier 
dCS , ,, B D z a(**, + RX ) 2 

cas, on aura le rayon demande x - — - - 


îAB 


8 c RR 


Dans le se¬ 


cond on doit avoir x - 


BD—BE qc RR—eü R R — 7 cou 


d H (c — u) 7 R R 

L’expression de T.ortibcTt se réduit parfaitement a celle- 


:_ci, si l’on met 
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à la place de sa lettre R , par laquelle il désigne le rayon osaulateur . de ia 
trajectoire horizontale à son sommet B , sa valeur véritable que donne là 

théorie rigoureuse, savoir — , qui se réduit à —, en faisant le rayon de la 


terre égal à l’unité. Il en est de même du rapport —qui se trouve chez 
Lambert -—-—, et qui se réduit à - a Dans les propriétés de la route de 


la lumière on trouve 


c’est une erreur dont Lambert est 


convenu depuis, et qu’il a eu soin de corriger dans la traduction allemande 
de ce petit ouvrage. 

33 . Cela étant, on conviendra que le lieu géométrique des points S , ou 
la courbe AS ED, ne peut être regardée comme sensiblement circulaire, 
qu’autant que les deux expressions trouvées en 51 sont sensiblement égales 
entr’elles. A la température de l’air qui est supposé dans la règle de Bradley y 
on aura R =33' = o,oog 5 gg 3 i ; 

w =57 =r 0,00027634; 

ce qui donne Log. R =. — 3^822401 ; 

Leg. u — —4,4414498; 

Log. c — -3,1852638; 

C = 0,00153202; 

c — cù = o,ooi 23368 . 

Ces valeurs étant substituées dans les deux formules de 51, qui doivent faire 
connoître le rayon de la courbe AS ED , supposée sensiblement circulaire, 
la première donnera o, 368 i 8 ig a; la seconde 0,45004 a; et ces deux nom¬ 
bres, il faut le dire, ne sont pas sensiblement égaux entr’eux. 

54. Égalant ensemble les deux expressions de 51 , on aura une équation 
du second degré, de laquelle on pourra tirer le quarré de la réfraction hori¬ 
zontale RR ; on trouvera^ (c—u) RR—(<xc c— Q c &+&>&>)— c\Z (4 cc— 8 eu- J -3 uu); 

ou bien , en rétablissant la fraction n pour désigner — , on trouvera 


un-\-nn) — \A (4 — 8 72+ 57277). Le développement en série 


fera connoître la réfraction horizontale R 
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35 n * i i etCm . ou Bien, égale à la racine quarrée de —^ > 

288 864 


multipliée par cette même’ série 


1 -f- 


n . 35 ri 1 tv 
3 ^ 288 864 


+ *c. 


35. Dans l’état de l’air dont nous venons de parler, on aura donc R— 3 i' 
38" au lieu de 33', qtfiï devroit y avoir. La différence de 8 q secondes fait 
voir, qu’avec ses considérations purement géométriques,. LamBert pouvoit 
approcher de la vérité de bien plus près, qu 'Euler avec ses hypothèses phy¬ 
siques , soutenues par des considérations géométriques. 

56. La forme de l’expression qu’on vient de trouver , est absolument 

identique au reste avec la nôtre; ^7-^ ou J/" n » multiplie par 

, -^An + Bn' + Crï-\- etc. Et comme a» est proportionnelle à la hauteur 
du baromètre, divisée par l’élasticité spécifique de l’air, Lambert pouvoit 
tirer de ses propres considérations géométriques la conclusion approche® 
que Mayer avoit déjà ap perçu- en partie, savoir, qu’a élasticité égale , la 
réfraction horizontale devfcît être réciproquement proportionnelle à la racine 
quarrée du cube de l’élasticité spécifique. Il avoit donc grand tort, et se 
contredisoit réellement lui-même, en censurant Mayer sur ce point. 

57. Les considérations géométriques d e Lambert conduisent très-naturelle¬ 
ment à la détermination approchée de la réfraction astronomique, à de* 
hauteurs fort approchantes de l’horizon. Ayant déterminé le rayon de la 
courbe AS ED pour chaque état det l’air, on aura une proposition de géo¬ 
métrie très-simple, moyennant laquelle on trouvera BS, la hauteur appa¬ 
rente S BD étant donnée; ensuite de quoi la réfraction cherchée ne seroit 
autre chose que l’inconnue de l’équation déjà rapportée en 49 » savoir 
a « S in. A - (a Cos. A + BS) r + Sin. A=o. Nous observerons ce¬ 
pendant que le calcul en seroit beaucoup plus long, que celui de la formule 
rigoureuse de IV. 92; et comme de plu» cette méthode purement approxi¬ 
mative laisseroit toujours subsister des erreurs allant à quarante secondes, et 
même à une minute r nous croyons inutile de nous y arrêter plus longtems. 




CHAPITRE SIXIÈME. 

^ ^J't'Q.cti.ori s terrestres» 


3 ' I^ ans I e cours de ce chapitre nous continuerons de désigner par a le 
rayon de la terre ; par y la distance au centre C P (Jig. /.) . par * l’élévation de 
1 objet au-dessus de la surface de la terre OP; par A la distance apparente de 
° bj6t ’ 1 1 ,° bserV , ate 7 se «ouvant placé en B ; par Lfla hauteur apparente, ou 
le complément de A ; par Y la densité de l’air en P; par i : i + « le rapport 
du SmUS incidence au Sinus de réfraction, le rayon étant supposé passer 
dun air de la densite de celui dont l’observateur se trouve environné en A, 

dans le vuide ; par s la soutangente aux densités ; par c la fraction £.5 enfin 

CL " 

par n la fraction — ou 

c s 

0. De plus, nous suivrons le même ordre dans la recherche des réfractions 
terrestres, que nous avons observé dans les réfractions astronomiques Nous 
supposerons premièrement la réfraction astronomique proportionnelle à la 
tangente de la distance apparente , ce qui a lieu depuis le zénith jusqu’au- 
e a e 70 de distance. Ensuite , supposant la hauteur apparente égale à 
zéro, nous examinerons les propriétés de la trajectoire horizontale. Nous 
terminerons par la réfraction des objets terrestres, peu élevés au-dessus de 
l’horizon. 

PROBLÈME. 

3. Déterminer le rayon oscillateur , à chaque point de la trajectoire. 

SOLUTION. 

4. Mettant dans l’expression générale de ce rayon, VLl, à la place de; sa 

valeur tirée de IL 25, savoir (1 4 -,. v \ ^„ , 

aYd v + “ Y) a Sin - A ? ensU3te à 1* Place de 

ri T la sienne - ——, le rayon osculateur se trouvera égal à - 

ua 3 YSin.A 5 
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ce qui se réduit à le rapport ,» .-«• pouvant être confondu avec: 

l’unité, dans toute “'étendue de l’atmosphère, où la densité de l’air est en¬ 
core sensible. 

COROLLAIRES. 

5 Le rayon osculateur se trouvant réciproquement proportionnel à la 
densité de l’air, et devant croître conséquemment dans le rapport de un a 
S dans un elpace qui vaut à peine la cent-cinquantième parue du rayon 
de la terre, il est donc impossible de regarder une portion que conqt 

U trajectoire comme circulaire , à moins que ce ne soit à des hauteurs, ou 
la densité de l’air elle-même n’a pas encore éprouvé de diminution sensible. 

6 Le rayon osculateur au sommet de la trajectoire supposée horizontale , 

1 distance^pparente A sè trouvant égale alors à 90 degrés , est nomme rayon 

I "pïw,... .»•«<• • ^• c * “ 

donc égal à i-ou^; il est donc au rayon de la terre comme c: a ou comme 

La fraction « se trouvant elle-même proportionnelle à la hauteur du 
baromètre, divisée par l’élasticité spécifique de l’air, le rayon 
trouvera proportionnel au quarré de l’elasticite speci que ’ 

parla hauteur du baromètre. Cette dernière étant supposée de «8 pouces, 
et le rayon de la terre étant pris pour l’unité, le rayon horizontal sera donc 
à 3o° de Réautnur, égal à 6,653; 

à 30° . 6,081; 

à 10° . 5 , 54 ° 5 

à . 5 > 0, 9 ! 

à-10” . A 5 » 6 - 

II ne pourra donc jamais être égal à sept fois le rayon de la terre , valeur que 
Lambert lui avoit assigné d’après quelques observations de Cassim, aux- 
quelles il appliquoit son hypothèse des trajectoires circulaires. 

PROBLÈME. 

La hauteur 0 P au-dessus de la surface du glohe étant donnée , on de - 

mande Vangle P , intercepte .titre la trajectoire et le rayon C P. Cet angle est la 
distance apparente de l’astre G , VU par un observateur place en^ 
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SOLUTION. 

8. On a trouvé dans le second chapitre y Sin. P = (1 -j-«— u Y) a Sin.A. 

Divisant des deux cotés par a, et faisant pour plus de simplicité - — où-\-cù YxczX, 

on aura Sin. Pzzz (1 — X) Sin. A. L’angle P devant conséquemment différer 
très-peu de A , nous mettrons P^=:A — T ,• ce qui nous donnera l’équation 
T cot. A -f-1 T T=X ; d’où Ton tire T= — rang. H - f- tang. 2 H). 

L’angle demandé P sera donc égal k A — ]/ (q X -j- tang. 2 H) tang. H. ou 
bien, égal à A — tang. i <p , \/ (2 X) ; l’angle <p ayant pour tangente celle de 
A , multipliée par \/ (2 JT). 

q. Tant que la hauteur apparente H excède 1 5 ou 20 degrés, le petit 
angle T se réduisant alors à X tang. A , on aura P = A — X tang. A : expres¬ 
sion rigoureusement vraie depuis le zénith jusqu’au-delà de 70°. 

10. Mettant e à la place de Y, X deviendra égal à — , multiplié par 

X j 2 jjî 

1 — n (1-- - 4 -p—z -r + etc.) ; et si la hauteur x n’est pas très-consi- 

2 s o s- 24s 3 1 

dérable, on aura sans erreur sensible X = —- il ) —. On aura donc 

a 

P=z A — ^-—ï tang. A ; la différence des deux angles A — P étant sensi¬ 

blement proportionnelle alors à la hauteur a. 

11. Dans le cas de la trajectoire horizontale, l’angle A étant de 90% on 
aura P == 90° — \/ 2 X ; ce qui dans le cas d’un x très-petit revient à 

(y _ jq\ Q jj 

P=90° — V --—-l a dépression apparente de la surface du globe 

»era donc égale à \/ 2 X; et se trouvera proportionnelle, dans le cas 011 
l’observateur n’est élevé que de quelques centaines de toises sur l’horizon, à 
la racine quarrée de cette hauteur. 


12. Cet angle est appellé inclinaison de Vhorizon visuel avec Vhorizon vrai 
On l’estime ordinairement égal à la racine quarrée de — ; exprimé alors en 

parties du rayon ; mais c’est en ne tenant aucun compte de la réfraction 9 
qui le rend plus petit d’un dixième à-peu-près dans les températures moyen¬ 
nes : la racine quarrée de 1 — n se trouvant égale alors à 0,905. 

Z 
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PROBLÈME. 

1 3 . La réfraction astronomique étant supposée proportionnelle à la tangente 
de la distance apparente , déterminer pour chaque point de la courbe le rapport 
entre la réfraction terrestre B P , et Vangle correspondant au centre B CP. {Fig. I.) 

SOLUTION. 

14. Ayant la courbure de la trajectoire entière B G —a tang. A, la cour¬ 
bure de la branche P G sera égale à co Y tang. A ; on aura donc la réfraction 
terrestre BP égale k co {1 — T) tang. A. Quant à l’angle au centre B O P 9 

il sera simplement égal à — tang. A. La réfraction terrestre sera donc à l’an¬ 


gle au centre correspondant, comme ua (1 — Y) : x. Désignant par C cet 
angle au centre, qui est donné par la distance même de l’objet, et déve¬ 
loppant en série la différence 1 — Y, la réfraction terrestre deviendra égale à 


TlC 


0-f.+ 


6 s 1 


24 s J 


+ «C-) 


COROLLAIRES. 


1 5 . On a donc eu grand tort de supposer la réfraction terrestre constam¬ 
ment proportionnelle à l’angle correspondante au centre ; et d’établir sur ce 
principe une théorie des réfractions astronomiques. A cinq-mille toises de 
hauteur, par exemple, où la densité de l’air est très-sensible encore, parce 
qu’à peine elle est réduite au tiers de ce qu’elle étoit à l’horizon, ce rap¬ 
port, de 1 : n C qu’il étoit, se trouvera réduit à 1 : | n C. 

16. Le rapport susdit n’est réellement constant que dans les cas, où le 


peu d’élévation de l’objet permet de supprimer entièrement la fraction — 

c’est-à-dire, à des hauteurs de quelques centaines de toises. Alors la réfraction, 
entièrement indépendante de la hauteur de l’objet, tant réelle qu’apparente, 
sera égale ànC; ce qui revient dans les températures moyennes à deux on¬ 
zièmes de l’angle au centre. A des hauteurs plus considérables , cette règle 
rend toujours la réfraction un peu trop grande ; il faut la diminuer confor- 
mément à la règle rigoureuse de 14. 

PROBLÈME. 


17 .La trajectoire étant supposée horizontale, déterminer pour chacun de ses points, 
la courbure de la portions P } ainsi que l’angle au centre correspondants C P\Fig-IV■) 
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SOLUTION. 

iS. Supposons l’observateur placé en P. Il y sera entouré d’un air dont 
la densité aura diminué dans le rapport i : Y; de plus il aura 1/ a X pour 
hauteur apparente de l’astreS, placé à l’extrémité de la trajectoire. On trouvera 
la courbure de la branche PS, en mettant dans la formule générale de 
IV. 92. a Y à la place de a ; n Y à la place de n; 1/ a X à la place de H; 

on aura donc PS— lljÇl F (« Y), Eu; la quantité « étant égale [ 

F (n Y) y \/ (X : c). Otant PS de la courbure entière de la trajectoire, 

qui est i y~Vc Fn > Ü resterala réfraction terrestre B P, égale à-£L_, multiplié 

par Fn y l/ F (nY), Eu. L’angle au centre enfin "b CP sera 

égal a PP + lY 2 X:=lX 2 X-f- Fn, \/ tt — 2 Y , F (n Y), Eu. 

EXEMPLE I. 

19. Supposant à R et u les valeurs qu'elles ont dans la table de Bradley, réduite 
à la température de io°, et à 28 pouces de hauteur barométrique ; supposant de 
plus Vobjet P élevé de 3<100 toises sur l'horizon , et vu par un observateur placé 
en B dans la direction même de la trajectoire horizontale ; on demande la dépres¬ 
sion apparente de l'horizon en P; la réfraction terrestre BP; et Vanale au 
centre B C P. * 

flo. On a donc ici Log. a = —4,4393327; 

Log. c = -3,1828438; 

Log. n =*—1,2564889; 

Log. a = 6,5154927; 

Log. x = 3,5051500. 

21. Calcul de Y , densité de l'air , en P. On trouve 
Log. hyperb. Y = —- =: — 0,6409343; 

Log. vulg. Y = 0,2783542 pris négativement ; 

ou Log. vulg. Y — —1,7216459. Ajoutez-y 
Log. vulg. m == —4,4393327. Vous aurez 
Log. vulg. u> Y ~ — 4,1609783. Donc 
cô Y = 0,00014^87. 

22* Calcul de 2 X y exprimant la dépréssion apparente en P. 

Z a 
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Log. x = 3 , 5 o 5 i 5 oo; ôtez-en 

Log. a = 6,5154907 i vous aurez 

Log. (x: a) = —4,9896573,- donc 

x:a = 0,000976466; ajoutant — « + « vous 

- 0,000846336; donc 

Log.X — —4,907-5428; ajoutant 
Log. 2 = o, 3 oio 3 oo; on aura 
Log. 2 X =. —3,0285708 ; prenant la moitié 
Log.y'aX = —2,6142864; ajoutant pour la réduction au quart y 
—i, 8 o 388 oi ; on aura 
Log.\X 2 X = — 2,4181665 ; 

on aura donc ]/ 2 X, ou dépression apparente de l’horizon en P , égale à 
0,026192 ; faisant 262 minutes de la nouvelle division- 

23. Calcul de u. On a 

Log. X= —4,92 7 54*8; ôtant 
Log. c= —3,1828438; il restera 
Log. (X:c)= —1,7446990; prenant la moitié 
Log.\/(X:c)= —1,8723495. On a d'un autre côte 
Log. Y=z —1,7216459; ajoutant 
Lcg. 72= — 1,2564889; donc 
Lcg.nY = —2,9781348,* et 
n Yz=. 0,095og ; donc 
F (nY)— 1,0420116; et 

Log. F {n Y)— e,o 178727,* ajoutant 

LcgV (X:c)= —1,8723495 ; vous aurez 

Log. u= — 1,8902222 ,* donc enfin , 

u= 0,776644. 

24. Calcul de la courbure entière de la brcnche P S. On a 

Log. 2= 0,3010300; otant 

Log. c== — 3,1828438; on aura 

Log. (2 :c)= 3,1181862; prenant la moitié 

Log \/{2 :c)= 1,5590931; vous y ajouterez 

Log . u y== —4,1609785; de plus 
Log.F(n Yfi==z 0,0 1 7 8 7 2 7 ; et encore \ 

Log. E 6,44 2 Q 23 o ; et pour la réduction au quart 

— i, 8 o 388 oi ; ce qui donnera 
—3,1860474 



CHAP. VI. RÉFRACTIONS TERRESTRES. l8l 

pour logarithme de la courbure entière de la branche PS; qui sera donc 
égale à o,ooi 535 . Otant cet angle de la réfraction horizontale entière, qui 
est 0,006099; vous aurez la réfraction terrestre BP = 0,004564; et ajoutant 
k B P la. dépression apparente Pz=z 0,026192, il en résultera l’angle au cen¬ 
tre B CP o,o 3(>736 ; tous les angles étant exprimés en parties décimales 
du quart de circonférence. 

EXEMPLE IL 

25 . Le même état de Vair étant supposé , et la hauteur de ? objet OP étant 
de 6400 toises , déterminer la dépression apparente P , la refraction terrestre B P , 
€t Vangle au centre B C P. 

26. En suivant le meme ordre que dans l’exemple précédent, on trouvera: 

le logarithme de Y, exprimant la densité de l’air en P, égal à -1,4432914; 
la densité Y y sera donc réduite à 0,27 752. Elle fera connoître X==:o,ooi75425 ; 
ce qui donne pour 1/ 2 J, ou dépression apparente de l’horizon en P, la 
valeur 0,0377085 ; le quart de circonférence étant supposé égal à l’unité. 
On passera de là à 11 , qu’on trouvera égale à 1,096074 ; ce qui donne 
E u — 1 , 5525201 . Ayant de plus n Y = 0,0500934; ce qui donne 

F (n Y) zzz 1,0214523 ; on aura de même la courbure entière de la branche 
PS, exprimée en décimales d’un quart de circonférence, égale à 0,000642. 
Cela donne 0,005457 pour la réfraction terrestre, ou la courbure de l’arc PP; 
et 0,043166 pour la valeur de l’angle au centre C, qui est en même tems 
la plus' grande distance à laquelle l’objet P peut être apperçu. 

27. On sait que sans la réfraction, la trajectoire étant supposée absolument 

rectiligne, la tangente de l’angle au centre B C P auroit été — ; et telle 

a 

auroit été aussi la valeur de l’angle B CP lui-même, toujours très-petit 
dans le cas de la réfraction terrestre. On auroit donc eu cet angle B C P é^al 
à 0,028133 dans le premier exemple; et à 0,039787 dans le second. Il se 
trouve donc, que la réfraction a aggrandi le premier de ces deux angles dans 
le rapport de 1000: 1093 ; et le second dans celui de 1000:1085. La pres- 
qu éga lté de ces deux rapports fait présumer , que peut-être l’ançle au cen¬ 
tre pouiroit bien, dans toute la partie sensiblement curviligne de la tra 
jectoire horizontale, se trouver dans un rapport sensiblement constant, non 
pas avec la réfraction terrestre BP qui lui répondj maig ayec k racine 
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quarrée de la fraction qui indépendamment de la réfraction exprime¬ 
nt l’ a ngle au centre B CP. L’expression très-compliquée et irréductible de 
cet angle, que nous avons trouvée en 18 , se trouveroit réduite alors à une 
simplicité, dont elle a grand besoin. Nous verrons cela dans le problème 

BUlVant ' PROBLÈME. 

a8. La hauteur de l'objet O P étant fort petite, et de cent toises tout au plus, 
déterminer la dépression apparente P, la réfraction terrestre BP, et l’angle au 
centre B C P • 

SOLUTION. 

aq. Ayant dans ce cas A = (i-n) *, la dépression apparente de l’horizon 
en P deviendra donc 1/ (i-»)u, le rayon de la terre étant supposé égal a 
l’unité; et telle sera aussi la hauteur apparente de l’objet S, l’observateur 
se trouvant placé en P. Cela étant, si nous désignons par R la réfraction 
horizontale en B-, par R' la réfraction horizontale en P, la courbure de 

branche P S de la trajectoire se réduira ail'- 

3 o. La hauteur x étant supposée très-petite, le rapport dont la va¬ 
leur rigoureuse est ne différera d ° VZT n ^ dW ^ 

tité infiniment petite; la fraction P -^- deviendra donc sensiblement égale 

nt/11 . ce ; donne pour la réfraction terrestre, ou la courbure de 
* 1/ (i— n) ’ 

l'arc BP l’expression suivante R — R x + (i '—rî )* Gt F ° Ur 1 aU CentrC 

correspondant B CP, l’expression R - R' + à cxam!ner 

ce que devient la différence des deux réfractions horizontales infiniment voi- 
R — R'. 

^ 3 1 ’ Ayant R = (» + A " + B + e,c ^ ^ nar ; on trouvera Rt > C11 
mettant dans l’expression précédente oYk la place de u ; et n Y à la place 

de Y ni on aura «•=(« +AnY + B n' F etc.) Y\Z\n uv . Comme il ne 

X 

s’agit ici que d’une hauteur d’une centaine de toises au plus, mettant 1 - - 
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âla place de Y , l’expression deviendra P 1 =zR~ ^-f-3 _s n ^ 

etc.) La différence des deux réfractions R — R 1 se Pouvant ainsi égale à 

71 OC |/ 7T . | A } 

—r—— (i 2 n “r 3 B n* etc.), elle sera proportionnelle à la hauteur x, 

et disparoîtra dans le cas de x infiniment petit, devant le terme 71 ^ Q X 

1/(1 — n ) > 

qui se trouve proportionnel à la racine quarrée de cette hauteur. 

32 . La réfraction terrestre se trouvant ainsi réduite au terme seul g x j 
en y ajoutant^ J/ (î-n) u, on trouvera l’angle correspondant au centre 
6gal 3 î/ (1 —ri) 11 ÏUr0It été ^ 41 sans la ^fraction ; la réfraction l’a donc 

aggrandi dans le rapport de l/(t -n): i ; ce qui dans la température moyenne 
qui sert de base a la table de Bradley , revient à 1000: no5. 

33 . Le rapport de l’angle au centre B CP à [/ a * s’est donc trouvé 


à la hauteur o égal à.1000 : iio5; 

à celle de 32 oo toises .1000 : 1093; 

à celle de 6400 toises .1000 : io85; 


Ainsi donc, depuis la surface de la terre, jusqu’à la plus grande hauteur 
où la réfraction terrestre puisse atteindre, le rapport de l’angle CPàl/sx 
peut être regardé comme constant; car les nombres uo5 et io 9 3 peuvent 
être regardé comme égaux entr’eux, lorsqu’il n’est question que de la ré- 
fraction terrestre. 

34. On aura donc généralement et presque rigoureusement: 
la dépression apparente de l’horizon en P, égale à j / >xX ' 

Fangïe au centre PCP, c’est la plus grande distance à laquelle l’objet 
puisse être apperçu, égal à * m 


la réfraction terrestre correspondante B P, égale à ~^JL 


33 n I 1/(1 ~rÀ 

Uans i es cas or d majr es, 0 Ù la hauteur * est assez petite pour que la 
sene o~s r? *+* etc ' puisse être remplacée par l’unité, ce qui 

a lieu sans erreur sensible, jusqu’à huit- cent , e t même , si l’on ne veut pas 
employer une grande ngueur, jusqu’à quinze-cent toises, la dépression 
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apparente se trouvera égale à la racine quarrée de (î-n) 2 x} l’angle au 
centre B CP sera égal à celle de £Li et la réfraction terrestre correspon- 

, / ^ \ n \/ Q x I^a réfraction terrestre sera donc à l’angle au 

dante sera égalé a 

centre , dans le rapport constant n: l , si l’on veut se borner aux cas ordi¬ 
naires des réfractions terrestres. Mais on auroit tort d’établir sur cette pro¬ 
position, le calcul des réfractions astronomiques; il faut considérer a 
l’égard de ces dernières, que la densité de l’air à cinq mille , et meme a ix 
mille toises de hauteur, est encore très-sensible. 

36 . Il nous reste donc à déterminer les réfractions terrestres, qui appro¬ 
chent de très-près de l’horizon. Ici nous pouvons faire usage, sans crainte 
d’erreur sensible, du principe d eBradley. Il est fondé sur le rapport constant 
entre l’angle au centre, et la réfraction terrestre qui lui répond. Ce principe 
est faux sans doute , si on veut l’étendre jusqu’à ces régions élevées de l’at¬ 
mosphère , où la densité de l’air cesse d’être sensible: et cet astronome avoit 
certainement tort, de lui donner cette étendue. Mais il est presque rigou¬ 
reusement admissible jusqu’à des hauteurs de huit-cent à mille toises ; .1 
l’est sans erreur considérable, tant qu’il n’est question que de déterminer la 
réfraction terrestre. Bradley en a tiré la conséquence , que la réfraction étoit 
proportionnelle à la tangente de la distance apparente, diminuée d'un cer¬ 
tain multiple de la réfraction. Il ne falloir pas étendre ce théorème aux ré¬ 
fractions astronomiques; mais il est très-admissible pour la réfraction terrestre. 
Reste donc à en faire l’application convenable. 

3 y. Désignant par R la réfraction terrestre horizontale BP, qui répond à la 
hauteur 0 P=i ; ( fig.IV.) par r la réfraction B Q , appartenante à la distance ap¬ 
parente ai, et qui répond à la même hauteur N Q— x ; nous aurons r: R—long. 

U-hr)lWang.hR. Il en résulte de même qu’en 35 . l’équation hrr tang.A- f- 
__ h RR rang. A. Elle nous apprend que r, exprimé en parties du rayon, est 
. 1 à R rang. ! <f> ; l’angle Ç> ayant pour tangente 2 A R tang.A. Des que la hau- 

parente excède quinze à vingt dégrés , l’angle <p deviendra assez petit, 
pour 'être confondu avec sa tangente ; et dès-lors on aura r = k RR tang. A. 

38 . La réfraction horizontale terrestre BBest égale à ï on aura donc 

pour des hauteurs qui excèdent vingt dégrés , BQ ou r z=-A^Itang.A. Nous 


avons 
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avons vu en 14 , que dans ce cas l’on devoit avoir r — nx tang. A, multi¬ 
plié par la série 1 - -*- + £._£_ + etc. Égalant les deux valeurs, ou 

trouvera h = multiplié par la série 1, - 1 ±il _ JL J-«, 

* n Q S 1 6 S 2 24 s 3 1 

Et si on néglige tous les termes qui suivent l’unité, on trouvera h = 1 ~ 71 


ou "7^"’ c ’ est exactement la valetir que nous lui avions déjà assij 
le cas des réfractions astronomiques. 

Substituant cette valeur 


on aura r 


tang. \ <p 

tangente de A , multipliée par la racine 
règle pour déterminer la réfraction a] 
voyons pas qu’elle puisse être réduite ; 


ayant pour tangente, 

(i — ri) 2 x. Telle est donc la 
de l’horizon; et nous ne 
grande simplicité. 

40. Il est remarquable que la lettre 
formules de réfractions astronomiques 
réfractions terrestres. Il n’y reste qu’ur 
portionnelle à la hauteur du baromètre 
spécifique de l’air; et égale à o,i8o5o5 < 


a , qui a eu tant de part à toutes nos 
disparoit entièrement du calcul des 
e seule constante, la fraction n , pro- 
: , divisée par le quarré de l’élasticité 
ans la température supposée jusqu’ici» 
PROBLÈME. 

41. L objet E ayant ete observe des deux points differens A et B , se trouvant 
tous les deux sur la circonférence du globe , et eioigne's P un de Vautre de la distance 
connue A B> trouver Vélévation de cet objet au-dessus de Vhorizon DE. {Fig. V.) 
SOLUTION. 

!'2. Désignons par A, A 1 les distances apparentes de-l’objet, Vu cil A et 
B; par H, H' les hauteurs apparentes; par a la distance A B ; par x la 
hauteur vraie de l’objet DE, e t rapportons ces deux quantités an rayon de 
la terre , supposé égal à l’unité. De plus, mettons pour abréver m à i, „lare 
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Elles donnent A E r=z — , multiplié par — cot. A 4 - \/ (2 m x -f- cot . 4 A) ; 

m 

BE=—, multiplié par — cot. A 1 -(2mx-{-cot.-A'). 
m 

D’où l’on tire m AD = — cot. A -f- \/ (2 m x -j- cot.^A) ; 

mB D = — cot. A'-{- 1/ (2 m x -)- cotrA 1 ). 

L’excès du premier produit sur le second devant être m a , on aura une 
équation, laquelle, délivrée de ses radicaux, et de toutes les quantités qui 
se détruisent de part et d’autre , se trouvera être du premier degré, et 

fera connoître l’élévation x , égale à a , multiplié par ---—- - 4 - 

cot. H — cot. H 1 

1 m a tan Z'~' H + lan S' H - Mn g~ H ' + fan g- ' H ' -L etc. 

* tang. ~H —2 tang. H. tang. H 1 -f- tang. 2 H 1 

\\. Cette solution comprend donc les effets de la sphéricité de la terre, et 
ceux de la réfraction. Si l’on veut faire abstraction de l’une et de l’autre, la 

formule se réduira ài= -—--— r ; c’est la fonnule ordinaire et con- 

cot. H. — cot. H 

nue, que donne la trigonométrie rectiligne. 

45. Si dans la solution du problème on tient compte de la sphéricité 
seule, en regardant la trajectoire comme absolument rectiltgne, on aura 

l’élévation réelle de l’objet égale à a, multiplié par - - -—j + 

° cot. H — cot. H 

l a tan^H ^r tang. H. tang. H' + 1 ,"‘ . ou bien égale à 

4 tang. ~ II - j- 2 tang. H. tang. H -f- tang. - H 1 

_?_— -f- | a a T , si l’on désigne par T la fraction 

cot. II — cot. H 1 

tang-H +jang. H. tang . g» -f Ia béricité de la terre terid a 

tang. 1 II —2 tang. H. tang. H -(- tang. ~ H' 

rabaisser l’objet, en le faisant paroitre moins élevé ; il faut y ajouter \ a a T , 
pour la réduire à sa juste valeur. 

46. L’effet de la réfraction se borne à diminuer cette partie additionnelle 

l aa T dans le rapport de 1 : m ou de 1:1 — n. L’objet paroîtra toujours 

moins élevé, qu’il n’auroit été dans le cas d’une surface plane, et d’une 

trajectoire rectiligne j mais il paroîtra un peu moins bas , qu’il n’auroit été 
sans la réfraction. 

47. C’e6t une erreur trop généralement répandue, de croire, que la ré- 
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fraction terrestre fait paroître les objets plus élevés qu’elles ne sont. Pour 
s en convaincre , il n’y a qu’à considérer, qu’à cause du rapport constant 
entre la refrac,,on terrestre et l’angle au centre, les effets de la réfraction sont 
inséparables de ceux de la sphéricité. On ne peut faire attention à la pre¬ 
mière, sans qu’on tienne en même tems compte de l’autre. La réfraction 
terrestre a est sensible, qu’autant que la terre est sphérique. Sans cette 
sphéricité, .1 y auro.t toujours une réfraction : mais elle ne seroit pour ainsi 
dire, qu un infiniment petit du second ordre. La sphéricité rabaisse les obiets 
en les faisant paroître moins élevés qu’ils ne sont. La réfraction les relève 
un peu; mais comme ses effets ne sont jamais que le cinquième ou le 
sixième des effets de l’autre, l’effet combiné de ces deux causes se réduira 
toujours a rabaisser 1 objet. * 

48. Les problèmes qui me restent à résoudre, concernent les cas, où 
1 observateur se trouve élevé d’une hauteur donnée au-dessus de l’horizon 
le, nous avons plus besoin que jamais d’une formule , qui exprime la ré¬ 
fraction horizontale, avec le plus de simplicité possible. Nous avons trouvé 
ce«e réfraction égale à la racine quarrée de in multipliée par la série 

, % n T f " + / observe ff ue cette sér >'e ne diffère qu’infiniment peu 

de 1 unité, divisée par (> -n) La table suivante , en nous faisant con- 
no.tre les valeurs de l’une et de l’autre, nous fera connoître la différence 
presqu insensible qui se trouve entr’elles. 

n Fn 1 divise par (i — n) 2 ;5 Biffer. 

â.L°é64a....1,05467.0,00175. 

?.Lo 6533 .i,o 636 o...0,00173. 

i .‘>07758.,,07565.0,00193. 

ï. ‘>°9549 .i,o 9 336 .0,00513. 

? • .1,12417.i,iai 9 5 ...0,00aai. 

La différence nest en effet que de deux millièmes; ce qui produit sur la 
refraction horizontale une erreur de quatre secondes en moins. De pl u , 
différences sont presqu’égales entr’elles, dans les différentes valeurHu’on 
peut supposer à n: ainsi, en calculant la réfraction horizontale sur la for, 

mule 

(1’ et y a J 0Uta nt ensuite les deux millièmes de sa valeur 

Oïl est sur d avoir fait entièrement rliev,-. n . d 

tiiiL-remenc aisparoitre 1 erreur. 

49 . Désignant parff la densité de l’air à la hauteur fsürz ( Æg. K/.) au-dessus 
de la surface du globe, on trouvera la réfraction horizontale à cette hautfur 

Aa a 
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ou la courbure de la branche E S, en mettant dans l’expression précédente, 
a Y à la place d eu, nY à la place de n. Elle deviendra donc Y1 / ({nun-), 
divisé par (1 — nY) i:<i . La réfraction décroit donc à très-peu-près dans la 
même proportion que la densité de l’air ; ce qui est parfaitement conforme 
à ce que nous avons dit plus haut. 

5 0. Si l’on demande la longueur de la perpendiculaire C D , abaissée du 
centre de la terre sur l’asymptote de la trajectoire, il faudra faire la propor¬ 
tion CE: CD —i : i -j-ij Y. On aura donc C Z>= 1 —(—&» Y-j~xz=.\-\~u Y—cLog. Y, 
Ainsi un rayon de lumière, passant à une distance du centre de la terre, 
qui est égale à 1 -| - co Y — c Log. Y, éprouvera une courbure qui, exprimée 
en parties du rayon , est égale à Y{/ ( 2 nu 7 r ), divisé par (1 — n Y) 2: 

5 1. Le même rayon BEI devant rencontrer la ligne droite A CO, pas¬ 
sant par le centre de la terre C, et donnée de position, après sa sortie en¬ 
tière des couches de l’atmosphère, on demande C I, distance du centre de 
la terre au point d’intersection P Elle sera égale , en désignant par R la 

_ , i4 - u>Y — c Log. Y , • 

réfraction horizontale enE, a - -E — -—§— ,* ou bien, en supprimant 

U Q ti 


les parties qui peuvent l’être sans erreur sensible , à 


î 

0+ ai?' 


Il faut re¬ 


marquer que dans cette formule , les deux angles O et 2 R sont supposés 
exprimées en parties du rayon ; et que de plus, l’angle 0 est supposé assez 
petit pour être confondu avec son sinus. Si cette dernière condition nfc’avoit 
pas lieu , il faudroit mettre i divisé par S in. 0 -f- Q R Cos. 0 . 

52. Si le rayon incident B D 0 se trouvoit parallèle à la ligne A C 0 , 
donnée en position, on auroit C/= (î — nY) 2:5 , divisé par Y\/ (2 n a tt). 
La ligne CI seroit donc à très-peu près, réciproquement proportionnelle à 
la densité de l’air, non pas en D, mais au pointé, sommet de la trajectoire. 

53 . Faisant Y= 1 , le rayon incident se trouvant élevé alors au-dessus de 
]a surface du globe , d’une hauteur égale à u, la ligne C 0 se trouvera égale 
alors à (1 — n) 2:, ? divisé par \/ (inuir). A la température de la table de 
Bradlty 5 cette ligne est égale à 52,184 fois le rayon de la terre. 

54. L’application de ces principes aux éclipses de lune est facile. La ligne 
A CO est alors celle qui réunit les centres du soleil et de la terre; la ligne 
BD O est celle qui en effleure les bords ; l’angle 0 , de seize minutes à- 
peu-prè9, est donc égal à-peu-près à la moitié de la réfraction horizontale 
dans les températures moyennes. La ligne entière C 0 , égale à la longueur 
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du cône ténébreux que la terre forme après elle, fait la longueur 4.e 200 
demi-diametres de la terre à-peu-près. Cette longueur se trouve réduite par 
les effets de la réfraction cinquième de sa valeur totale; savoir, à 45 
demi-diamètres. Poursuivant le calcul, on trouvera que dans les tempéra¬ 
tures moyennes, la longueur du cône ténébreux se trouve renfermée entre 
les deux tiers, et les sept dixièmes de la distance de la lune à la terre. 
D après ces calculs, il paroi t impossible que l’ombre de la terre parvienne 
jamais jusqu’au corps de cette satellite; aussi savons-nous qu’il est infini¬ 
ment rare qu’elle disparoisse entièrement dans les éclipses. Pour produire 
cet effet, il faudroit aux environs du bord circulaire de la terre qui jette 
1 ombre , une réfraction horizontale , égale à *24 minutes tout au plus, ré¬ 
fraction qui a lieu en effet au sommet des plus hautes montagnes, et qui a 
été observée plus d’une fois par Bouguer , aux Cordillercis du Pérou. 

55 . Il noup reste à parler des réfractions qui appartiennent aux deux pre¬ 
miers dégrés de dépression apparente; l’observateur se trouvant élevé d’une 
hauteur donnée au-dessus de l’horizon. Soit BIzzi x ( t fig.VII .)\a hauteur où se 
trouve l’observateur ; soit de plus la trajectoire entière de la lumière, représentée 
par la courbe A B C D E , ayant son sommet en C, et composée des deux 
branches égales et semblables C B A et C DE; soit encore H la hauteur ap¬ 
parente de l’astre, l’observateur étant dirigé vers A , de manière que — H 
exprimera la dépression apparente de l’astre, le regard de l’observateur étant 
tourné vers E. Il est clair, qu’en désignant par r la réfraction dans le premier 
cas, elle se trouvera dans le second cas, égale à r, plus la courbure de l'arc 
de trajectoire BD, compris entre les deux points B , D. Reste donc à dé¬ 
terminer cette courbure. 

56. Nous avons vu en IV. 57 , que la réfraction entière r pouvoit être 
représentée par une série telle que A—B H- f- C H 2 ~~ DH' 3 - f- etc . Mettant 
ici — H à la place de -f- H, on trouvera A -f B H -f- C H'■ -f- D H 1 -f- etc. 
pour la valeur de la courbure de la branche B C E ,* ce qui donne 
£ C= B H + DH 3 -f F H -f- etc. 

5 7 . Tous les çoëfficiens B , C, D , E , etc. sont eux-mêmes des séries; 
mais la difficulté n’est pas la même pour toutes. Le premier coefficient A 
exprime la réfraction hunzontale en A, ; on peut fort bien le supposer égal à 

(! n u) tt) , divisé ,par (1—7?) 2 Les troisième, cinquième, septième etc. 
ccëfHciens auront de meme ît poür^ facteur ; qieut-être qü’on trouveroit 
bien des méthodes de sommation q^ en fero ient connoître les valeurs ap- 
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prochées ; mais ce qui est certain , c’est qu’à la rigueur elles n’en paroissent 

pas susceptibles. 

58. Les second, quatrième, sixième etc. coëfîiciens, admettent une som¬ 
mation rigoureuse. On en trouvera les formules en IV. 5 q; et on aura par 
® n fl n fl 1 

leur moyen, la courbure de l’arc B C égale à j — 4. +• 


n (i-)-în)H' n (1 -f" a n) {f -[- 6 n) IP _|_ ^ Ajoutant J e double de cette 

i 5 cc(i-n)i s 10 5 cM »-«) 7 

formule à r, on aura la réfraction qui appartient à la dépression — H. Mais 
il faut remarquer que cette formule, tirée de IV. 57 , suppose l’observateur 
placé sur la surface même de la terre en /. S’il est placé en B , entouré 
alors d’un air de la densité F, il faudra mettre n F à la place de n; on aura 
, , , „ nYH nYH » nYU + *nYV 

pour la courbure de lare BC, $c (i^ n Y) * » i 5 cc(i—n Y)' 


n Y (i + *nY-\- 6 n Y') W ^ 
io5 c 5 (» — n F) 7 ” 

56. La convergence de cette série n’est guères sensible que pour le premier 
demi-dégré de hauteur apparente. Heureusement qu’il se présente un autre 
moyen encore de parvenir à la solution du problème. Du point F comme 
centre , et du rayon FC, décrivons l’arc de cercle LC M. Faisons B 7 =x, 
NCz=p; le rayon de la terre étant toujours représenté par l’unité. Dé¬ 
signons de même par F et F, les densités de l’air en B et en C. On aura donc 


Y = c 


_____ ^ ^ 


= r p: * — t —£- + 




1 — ï=? 
5 


2 SS 

£ 

ÎSS 

(*-p) ~ 

2 SS 


etc. 


60. La trajectoire A B C D E sera évidemment horizontale pour un obser¬ 
vateur , qu’on suppose placé en C. Un autre observateur se trouvant placé 
en B , l’angle R B C seroit pour lui la dépression apparente du point C au- 
dessous de l’horizon. Cet angle , que nous nommerons H, sera donc déter¬ 
miné par la seule hauteur B O , moyennant la formule que nous avons donné 

2 X 

en 8 . 11 ; on aura H égal à la racine quarrée de — — 2 <y-f- 2 «F,* seulement 
il faut observer de mettre dans cette formule p à la place de x; a P à la 
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place de »i et I à la place de Y: ce qui donnera H égal à la racine quarrée 
de *(*-/>)- 9 » (P-T). On en tire l’équation - HH — ,_„.i_ * + P 

H*-p) + T 7 • 

si toutes fois l’on veut aller jusqu’au second terme de la série. 

Cette équation servira à déterminer d. __ 


le terme 


n; alors, faisant 


\N; et rétablissant m 



otez 

il restera 
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Los. H = — 2,107'499- Donc 
Los. H'-= — 4,994299^- Otez 
Los-. 2 = 0,3010300 ; il restera 

J — 4,6932698; ôtez encore^ 

Tjoa.U—ri) == — i , 9 ' 36 i 3 o ; voui aurez 
L ° ë ù, s .N = - 4,7 796563 . . *, . 

r . logarithme suppose que N est pris en parties décimales du rayon de la 
terre. ^Il fauty ajouter 6 , 5 154907 pour avoir le logarithme de la meme 
teur, exprimée en toises: on aura alos Log. N — 3,2951495- L 

*%T Cefa g donne ,7 d^orf 2 x- AT= 28^ toises. Ensuite 
Log. m = — i,3 4 tâ72o; ajoutez 
Los. (tx-N) — 3,4513104 ; COUS aurez 

2,7938834; otez 

Los -du rayon de la terre = h, 5154457 ; il restera 

5 — 4,2783907,* otez 

T no 2 =r o,3oio3oo ; il restera 
* — 5,97736o7 ; ôtez 

Log. c = — 3,1 85 q 5 78 ; il restera 
— 2*921029. 

C'est lé logarithme de la fraction qui devient par conséquent 

• c TJiip donne x —p = 1850,85 toises; donc p = 5 49,15 toises. Telle 

S b hauteur CIV du sommet de la trajectoire au-dessus de la surface du globe, 

C 6h. Démnnhrons la densité de Pair * à cette hauteur. Son logarithme hy¬ 
perbolique sera -£, ou 0,1053807 pris négativement. Son logarithme vub 

paire sera donc o,o 4 75 o 34 pris négativement ; ce qui donne 
§ Log. P = — i,9524966; 

Log. n = —* 1,2561860; 

Log.nP =sd — 1,2086826; 
n P =z 0,16169 ; 

’ i-nP — 0,83831; 

Log. (1 - n P) = — 1 ,9=34*46; 

67. Rest^févlluer la férule de réfracdon^hoÿ^ È 

divisée ^‘IjâL’d^aSLlXdivbioir^à 3 , 7 338 S 9 7 ; ce qui donne 
pnmee en sec ^ ^ nouVeile division. 

5418,6 second ^xv. 106. 3427 secondes de la nouvelle division, pour 

68. On a trou .^ ux cen tièmes de hauteur apparente. Reste donc 
va eur e a re , nouvelle division, pour valeur de la réfraction à deux 

d^siTappa^nte; ,'obLrvateurse trouvant élevé de 240» 
toises au-dessus de } a surface du globe. . 
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0,00071182661 

1 0,00067631708 

I 0,00064245819 

> 0,00061017965 

o0005794 t 385 

► 0,00055009678 

i 0,00052216288 
[ 0,00049555503 

) 0,00047021 445 

) 0,00044608562 


Diff. prein. 1 

15263497 
I 4655 l 55 
14060642 
i 34933 o 7 
12943504 
i 24 i 363 o 
1igo 3 o 63 
11411212 
10987 5 o 3 
10481354 
10042222 
g 6 iq 570 
9212858 
8821676 
8445228 
8 o 833 i 7 
7735365 
740091 5 
7079508 
6770705 
6474074 
6189204 
5gi56S7 
5653124 
54 oii 35 
5 159345 
4927395 
4704931 

449 i6iS 
4287110 
4091098 

3903268 

3723317 

3550953 

338588 g 

3227854 

3076580 

2931807 

2793290 

2660785 

2534058 

2412883 

2297044 


1 ÈRE, 

Diff IL - 

6 r 3342 
| 591 5 i 3 
57 o 335 
549803 
529874 
5 io 567 
4 918 5 1 
473709 
406149 
439ï 32 
422652 
4067 12 
391282 
876348 
36191 I 

347952 
334450 
321407 
3 o 88 o 3 
2 g 663 i 
284870 
173517 
262563 
251.989 
241790 
23 i 95 o 
222464 
2i33i8 
2 o 45 o 3 
i96012 
187830 
i 7 gg 5 i 
172364 
, i 65 o 64 

I i 58 o 35 
[ 151274 

> M 477 3 

r 13S5I7 

) i 325 o 5 

> 126727 

\ 121176 

i 1 t 583 g 

^ 1107 1 5 


» ff ”T. 

DfJ.IV. 

21829 

651 

21178 

646 

20532 

6 o 3 

19929 

622 

1 9 3o 7 

591 

187 16 

574 

18142 

582 

17560 

543 

i 7 oi 7 

537 

16480 

540 

15940 

5 io 

15430 

49s 

1493.4 

497 

14437 

478 

i 3 g 59 

447 

ï 35 o 2 

459 

i 3 o 43 

4 3 g 

1 2604 

432. 

12172 

4U 

H76 1 

408 


11 3 53 
10954 
10574 
10199 
984° 
9486 

9 I 4 ® 
881 5 
8491 
8182 

7 ? 79 

7587 

7300 

7029 ! 

6761 

65 oi 

6256 

6012 

5778 

5552 

5336 

5124 

4920 


38 o 
3 7 5 
35 9 
354 
340 
33 i 
324 
3 og 
3 o 3 
292 
287 
271 
268 
260 
245 
244 
234 
226 
216 
212 
1 204 

I 196 
2,47 



INTÉGRALES DE e~" tt dt. 


t 

Intégrale. 

Diff. prem. 

m- a- 

Diff III 

Diff.IV. 

*>47 

0,0004231 r 5 1S 

2186329 

105795 

4724 

I 9 r 

2,48 

0.00040125189 

2080534 

10 ; 071 

4533 

i 83 

2»49 

0,00088044665 

1 979463 

96538 

43 JO 

177 

2 , 5 o 

000036066192 

1882925 

92188 

4173 

l 7 I 

2 , 5 i 

0,00034182267 

1790787 

88 oi 5 

4002 

164 

2,52 

o.ooo 3239 i 53 o 

1702722 

84013 

3838 

160 

2,53 

o.ooo 3 o 6888 o 8 

16187O9 

80175 

3678 

i 52 

2,54 

0,00029070099 

1538534 

76497 

3526 

148 

2,55 

o.ooo 2753 i 565 

1462037 

72971 

33 7 8 

142 

2,56 

0,00026069528 

1389066 

69593 

3236 

i 3 7 

2.57 

2.58 

0,00024680462 
0,00023360989 

1319473 
i 253 r16 

66357 
632 58 

.0099 

2968 

1S1 
i 38 

2,5 g 

0,00022107873 

1189858 

60290 

283 o 

141 

2,6o 

0,000209 i 8 oi 5 

1129568 

57460 

2 749 

i 3 g 

2,6i 

0,00019788447 

1072108 

54711 

2570 

142 

2,62 

0,0001871633g 

1 o r 7 397 

52141 

2498 

118 

2,63 

0 00017698942 

965256 

49643 

238 o 

io 5 

2*64 

0.00016733686 

9 i 56 i 3 

47263 

2275 

101 

2,65 

0,00015818073 

86835 o 

44988 

2I 74 

9 5 

2,66 

0,00014949723 

823362 

42814 

2079 

94 

2,67 

0,00014126361 

780548 

40735 

1985 

88 

2,68 

o,oooi 33458 i 3 

739813 

38 7 5 o 

1 897 

85 

2,69 

0,00012606000 

701063 

36853 

1812 

83 

2,70 

0,00011904937 

664210 

35041 

1729 

78 

2,71 

0,00011240727 

629169 

333 i 2 

i 65 i 

76 

2,72 

0,00010611 558 

59585 7 

3 i 66 i 

1575 

7 1 

2,73 

0,00010015701 

564196 

3 oo 86 

i 5 o 4 

70 

2,74 

000009451505 

534110 

28582 

r 4^4 

67 

2,75 

0,00008917895 

5 o 5528 

27148 

1867 

64 

2,76 

0,00008411867 

478380 

25781 

i 3 o 3 

59 

2,77 

0,00007933487 

452599 

24478 

1244 

60 

2,78 

0,00007480888 

428121 

23234 

1184 

56 

2>79 

0,00007052767 

404S87 

22050 

1128 

53 

2,80 

0,00006647880 

38283 7 

20922 

1075 

5 i 

2,81 

0,00006266043 

361915 

r 9^47 

1024 

49 

2,82 

o,oooo5go3i28 

342068 

18823 

97 5 

48 

2,83 

o,oooo 556 io 6 o 

323245 

17848 

927 

4 3 

2,84 

0,00005287815 

0,00004932418 

3 o 5397 

16921 

884 

4 5 

2,85 

288476 

16087 

83 g 

3 g 

2,86 

0,00004643942 

272439 

15198 

800 

40 

2,87 

0,0000437i 5 o 3 

257241 

14398 

760 

38 

2,88 

0,00004114262 

242843 

i 3638 . 

722 

34 

2,89 

0,00003871419 

229205 

12916 

688 

36 


Ce 


202 TABLE PREMIÈRE. 

g Intégrale. 

2.90 0,00003642214 

2.91 0,00003425925 

2.92 0,00003221864 

2,g3 0,00003029379 

2.94 0,00002847849 

2.95 0,00002676685 

2.96 o,oooo25 i 5327 

2.97 0,00002363244 

2.98 0,00002219932 

2.99 0,00002084912 

3.00 0,00001967729 


INTÉGRALES DE C~ tl dt . 

Dijf. prtm . Dîjj. II» I Diff. III. Diff.lV. 

216289 12228 652 3l 

204061 11576 621 32 

192485 I0g55 589 29 

i8i53o io366 56o 29 

171164 9806 53i 27 

161358 9275 504 25 

i 52 o 83 8771 479 2 4 

143312 8292 455 

i 35 o 2 o 7837 

127183 


■eSSë** 


203 


TABLE SECONDE. 

Logarithmes des intégrales fe~“ d t. 

t_ JL _ 

t Logarithme. Diff.prem. Diff.II. I t Logarithme. fDiff, prem. Diff % fj, 

0,00 9,9475448 49280 558 fl o ,35 9,7403692 70174 638 

o,oi 9.9426168 49838 557 | o ,36 9,73335i8 70812 640 

0,02 9,9376330 5 o 3 g 5 562 0 0,37 9,7262706 71452 63 g 

o,o 3 9,9325935 5 og 57 563 o ,38 9,7191254 72091 642 

004 9 5 927497 8 5 j 52 o 56 7 0,39 9,7119163 7 2 7 33 646 

o,o 5 9,9223468 62087 567 0,40 9,7046430 73379 645 

0,06 9,9171371 62654 573 0,41 96973051 74024 65 o 

0,07 9,9118717 53227 5 7 2 0,42 9,6899027 74674 648 

0,08 9,9065490 53799 5 77 0,43 9,6824353 75322 653 

0,09 9,9011691 54376 58 o 044 9,6749031 75975 654 

0,10 9,8957315 54966 58 o 0,45 9,6670056 76629 655 

0,11 9.8902359 55536 583 0,46 9,6596427 77284 65 g 

0,12 9,8846823 56119 587 0,47 9,6519143 77943 663 

o,i 3 9,8790704 56706 588 0,48 9,6441200 78606 656 

0,14 9,8733998 57294 5 gi 0,49 9,6362598 79262 662 

o,i 5 9,8676704 57885 594 o, 5 o 9,6283336 79924 666 

0,16 9,8618819 58479 595 o, 5 i 9,6203412 80590 666 

0,17 9,8560640 59074 5 g 8 ®,52 9,6122822 81256 668 

0,18 g,S5oi266 59672 600 o ,53 9,6041666 81924 669 

0,19 9,8441594 60272 604 0,54 9,5959642 82593 672 

0,20 9 , 838 i 322 60876 602 o ,55 9,5877049 83265 673 

0,21 9,8320446 61478 610 o ,56 9,5793784 83938 673 

0.22 9,8268968 620S8 607 0,57 9,5709846 84611 678 

0.23 9,8196880 62696 61 3 o ,58 9,5625235 8528 g 678 

0.24 9,8134185 633 o 8 6 i 3 0,59 9,5539946 85967 678 

o .25 98070877 63921 617 0,60 9,5453979 86645 683 

0.26 g, 8 oo 6 g 56 64538 617 0,61 9.5367334 87328 681 

°’27 9.7942418 65 1 55 620 0,62 9,5280006 88009 684 

o’2S 9,7877263 65775 623 o ,63 9,5191997 886g3 687 

0’29 9.7811488 6639S 624 0,64 g,5io33o4 8 g 3 So 687 

o’ 3 o 9,7745090 67022 627 0.65 9,5013924 90067 688 

o’ 3 i 9,7678068 67649 629 0.66 9,4923857 90755 690 I 

0>32 9,7610419 68278 629 067 9,4833102 91445 6 g 3 

o’ 33 l 9,7542141 68907 635 0)68 g , 474 ,657 9 2 i 38 692 

o> 3 l| 9 , 747^234 6954* | 63 * | (0,69 9,4649519 92800 696 

Ce* 



204 TABLE SECONDE. 


' 1 

Logarithme. 

Diff. prem. 

Diff. IL 



t 

Logarithme. 

Diff. prem. 


0,70 

9,4556689 

93526 

6 9 5 



i,i3 

8,9890535 

124590 

746 

0,7 1 

9, 4463i63 

9422Î 

697 



1,14 

8,9765945 

125336 

74» 

0,72 

9,4368942 

94918 

700 



1.15 

8,9640609 

126084 

748 

0,73 

9,4274024 

9 56i8 

700 



1,16 

8,9514525 

126832 

7 5o 

0:74 

9:4 1 7 8406 

g6318 

700 



M7 

8,9387693 

127582 

749 

0,7 5 

9,4082088 

970 1 8 

706 



1,18 

8,9260m 

i2833i 

7 5i 

0,76 

9,3985070 

97724 

703 



1,19 

8,9131780 

129082 

762 

0:77 

9,3887346 

98427 

706 



1,20 

8,9002698 

1298.34 

764 

0,78 

9,3788919 

ggïSo 

707 



1,21 

8,8872864 

13o5i)8 

734 

0,79 

9,3689786 

99840 

7°7 



1,22 

8,8742266 

i3i332 

764 

0,80 

9.3589946 

100547 

712 



1,23 

8,8610934 

132096 

755 

0,81 

9,3489399 

101259 

710 



1,24 

8,8478838 

i3285i 

758 

0,82 

9,3388140 

101969 

722 



1,25 

8,8345987 

1336og 

756 

o,83 

9,328617 ï 

102691 

694 



1,-26 

8,8212878 - 

134365 

758 

0,84 

9,318.3480 

io3385 

724 



1:27 

8,8078013 

135123 

759 

o,85 

9,3080095 

104109 

718 



1,28 

8,7942890 

i35882 

759 

0,86 

0,2975986 

104827 

716 



1,29 

8,7807008 

136641 

762 

0,87 

9,2871159 

105543 

7'9 



i,3o 

8,7 670867 

13740.3 

761 

0,88 

9,2765616 

106262 

7*9 



i, 3 i 

8,7532964 

138164 

76. 

0,89 

9,2659354 

106981 

722 



I ; 3 2 

8,7394800 

138925 

764 

0,90 

9,2502075 

107703 

721 



1,33 

8,7255575 

139689 

764 

0,91 

9,2444670 

108424 

724 



ï,34 

8.7 I 16186 

140453 

764 

0,92 

9,2336246 

109148 

724 



1:35 

8,6q75733 

141217 

766 

o,93 

9,2227098 

109872 

727 



1,36 

8,683 4 5i6 

141982 

766 

o,94 

9,2117226 

1 IQ 599 

724 



1:37 

8,6692534 

142748 

768 

o,9 5 

9,2006627 

i u323 

701* 



1,38 

8,6549786 

143516 

766 

0,96 

9,189.5304 

112054 

726 



1:3g 

8,6406270 

13 

OO 

13 

769 

o,97 

9,1783250 

112780 

733 



1,40 

8,6261988 

i)5o5i 

769 

0,98 

9^67047° 

1i35i3 

729 



I-4 1 

S,6116937 

146820 

770 

o,99 

g,1556957 

114242 

784 



1,42 

8,5971 T 17 

146690 

770 

r,oo 

9^442715 

114976 

732 



1,43 

8,5824527 

147060 

77 1 

T.O 1 

9,1327739 

115708 

7 35 



1:44 

8^5677I67 

148131 

77 3 

1,02 

9,I2l2o3l 

116444 

7 33 



1,45 

8,552go36 

148904 

77 1 

i,o3 

9,1095587 

11 7 ■ 77 

7 S 9 



1:46 

8,538oi32 

149675 

774 

1,04 

9,0978410 

117916 

736 



1,47 

8,5230457 

1 5042J9 

774 

i,o5 

9,0860494 

118652 

74 T 



1:48 

8,5o8ooo8 

I 51 223 

775 

1,06 

9,0741842 

119393 

7-37 



r ’49 

8,4928785 

151998 

77 5 

1,07 

9,0622449 

i2oi3o 

742 



1 *5o 

8,4776787 

152773 

776 

r,o8 

9,o5o23j9 

120872 

74* 



ij5i 

8,4623014 

I535^9 

777 

i>°9 

g,o381447 

T2i6i3 

74 3 



I>52 

8,4470465 

154326 

777 

r,io 

9,0259834 

122356. 

744 



1:53 

8,4316109 

i55to3 

777 

i,ii 

9:0137478 

128100 

743 



1,54 

8,4i6io36 

i5588o 

781 


9^0014378 

123843 

747 



1:55 

8,4oo5i56 

15666i 

772 


logarithmes des INTÉGRALES fe- n dt. 2û5 


t 

Logarithme . 


^./A 



t 

Logarithme. 

JO jQT. /)re/77. 

DfJ.IJ. 

i>56 

8,0848495 

i574o3 

792 



T .99 

7,6367282 

191476, 

804 

1 567 

8,3691062 

158225 

774 



2,00 

7,6l758o6 

I922S0 

8o3 

i,5S 

8,3532837 

i5 §999 

79 1 



2,01 

7,5983526 

I93o83 

802 

i ? 5 9 

8,3373838 

159780 

782 



2,02 

7,5790443 

193885 

804 

1 60 

8,3214058 

160562 

7 83 



2 ,o 3 

7,5596558 

1946S9 

804 

I ’ 61 

8,3053496 

161345 

7 83 



2,04 

7,5401*869 

1 95493 

8o5 

1,62 

8,289215i 

162128 

784 



2,o5 

7,5206076 

196298 

804 

i,63 

8,273oo23 

162972 

783 



2,06 

7,5010078 

T 97 ïo2 

806 

1,64 

8,2567 in 

163695 

784 



2,07 

7,4812976 

197908 

806 

i,65 

8,2408416 

164479 

787 



2,08 

7,46l5o68 

198714 

8o5 

1 66 

8,2288907 

165266 

7 85 



2,09 

7,4416354. 

199519 

807 

1,67 

8,2073671 

i66o5i 

787 



2,10 

7,4216835 

200826 

807 

1,68 

8,1907620 

i66838 

787 



2,11 

7,4016509 

201133 

808 

1,69 

8,^40782 

167625 

7S8 



2,12 

7,33l5376 

co1941 

806 

r ,7° 

8,1573157 

168413 

787 



2,13 

7,3618435 

2,02747 

809 

x ,7 r 

8, 1 404744 

169200 

790 



2,14 

7,3410688 

203556 

808 

1,72 

8,1235544 

t6999 o 

789 



2)l5 

7,3207 132 

204864 

809 

1,73 

8,io65554 

I 7°779 

79 2 



2,16 

7,3002768 

205173 

809 

J >74 

8,0894775 

171671 

7 85 



2,17 

7,2797595 

205982 

-809 

1,75 

8,0728204 

172356 

795 



2,18 

7,2591613 

206791 

810 

1,76 

8,0650848 

I73i5i 

79° 



2,19 

7,2384822 

207 601 

812 

*>77 

8,0377697 

173941 

79 2 



2,20 

7.2177221 

208413 

809 

1,78 

8,0208766 

174733 

79 2 



2,21 

7,^968808 

209222 

Si 2 

x .79 

8,0029023 

175525 

79 5 



2,22 

7,1759586 

210034 

809 

1,80 

7,9850498 

176320 

79 2 



2,23 

7,1549552 

2 » 0843 

8! 4 

i ,81 

7,9677178 

177112 

794 



2,24 

7,1338769 

211667 

S12 

1,82 

7,95ooo6ô 

177906 

794 



2,25 

.7, T 127062 

212469 

81.1 

i,83 

7*9322160 

178700 ' 

797 



2,26 

7,0914583 

210280 

8*4* 

1,84 

79143460 

1 79497 

79 3 ! 



2,27 

7,0701000 ! 

214094 

812 

i,85 

78963963 

180290 

798 



2,28 

7,0487209 

214906 

8 1 4 

1,86 

7,8783673 

18i0S8 

79 5 



2,29 

7,o2723o3 

216720 

81 4 

1587 

7,8602585 

1S188 3 

79 5 



2,3o 

7,oo56583 

216534 

813 

1,88 

7,8420702 

182680 

799 



2,31 

6,9840049 

2I 7 3 47 

815 

T 589 

7,8238022 

183479 

79 6 



2,32 

6,9622702 

218162 

815 

1,90 

7,8054543 

184275 

799 



2,33 

6,9404540 

218977 

814 

i ? 9 t 

8,7870268 

iS5o74 

800 



2,34 

6,9185563 

219791 

816 

ï,92 

7,7685194 

185874 

797 ‘ 



2,35 

6,8965772 

220607 

8i5 

i 5 g3 

7,7499^20 

186671 

801 



2,36 

6,8745165 

221422 

816 

x >94 

7,7 8 t 2^49 

187472 

Soi 



2,37 

6,8523743 

222238 

8 ï 9 

1 ’9 5 j 

7,7 12 517 7 

188273 

800 



2,38 

6,83oi5o5 

223067 

813 

1596 

7,6936904 

189073 

801 



2,39 

6,8078448 

223870 

819 

1 *97 

7,-674783! 

189874- 

801 



2,40 

6,7854578 

224689 

S16 

[1,981 7,6557957 

190676 

801 



!«*> 

6,7629889 

2255o5 

818 




ço6 


TABLE SECONDE. LOGARITHMES etC. 


t 

Logarithme» 





' | 

Logarithme. 

Diff. prtm. 

2,4 2 

6,7404^84 

226323 

819 



2,72 

6,0257791 

250978 

2,43 

6,7 178061 

227142 

817 



2,73 

6,0006813 

25l8o4 

2,44 

6,6950919 

227959 

818 



274 

6 ÿ - j 55 ooÿ 

252628 

2 , 4 5 

6,6722960 

228777 

819 



2,75 

5,9502381 ' 

253457 

2,26 

6,6494183 

229596 

820 



2,76 

5.9248924 

254282 

2 y #7 

6,6264587 

2OO416 

818 



2 77 

5,8994642 

2641 IO 

0,48 

6,6034171 

23i234 

821 



2,78 

5,8709532 

255937 

2,49 

6,5802937 

232 o 55 

819 



2 >79 

5,8483596 

256763 

2,5o 

6,5570882 

232874 

818 



2,80 

5,8226832 

267591 

2 , 5 i 

6,5338008 

233692 

823 



2,81 

5,7969241 

258419 

e 52 

6,5l043l6 

2345 i 5 

821 



2,82 

5,77 10822 

259246 

2,53 

6,4869801 

235336 

819 



2,83 

5,7451676 

260066 

2,54 

6,4634465 

206155 

823 



2,84 

5,7191510 

2609II 

2,55 

* 6,4398310 

236978 

821 



2,85 

5.6930699 

26l73o 

2,56 

6,4l6l332 

237799 

822 



2,86 

5,6668869 

262561 

2 57 

6,3923533 

238621 

821 



2,87 

5,6406308 

263388 

2,58 

6,3684912 

239442 

823 



2 ïS8 

5,6142920 

264219 

2,59 

6,3445470 

240265 

823 



2,89 

5,587 8701 

265046 

2,60 

6 , 32 o 52 o 5 

241088 

820 



2*90 

5 , 56 i 3655 

265877 

2 Al 

6,2964117 

241908 

828 



2>9 1 

5,5347778 

266706 

2,62 

6,2722209 

242736 

820 



2?g2 

5,5081072 

267535 

2,63 

6,2479473 

243556 

825 



2593 

5,4813537 

268367 

2,64 

6,2235917 

244381 

823 



2’94 

5,4545170 

269197 

2,65 

6,1991536 

245204 

826 



0795 

5^4275973 

270028 

2,66 

6,1746332 

246000 

822 



2?g6 

5,4005945 

270859 

2,67 

6,1 5 oo 3 o 2 

246852 

825 



2’97 

5 , 3735 o 86 

271689 

2^8 

6 ,i 25345 o 

247677 

824 



2798 

5,3463397 

27 2520 

2,69 

6,1005773 

248501 

8^7 



2 *99 

5,3190877 

273352 

2 , 7 ° 

6,0757272 

249328 

825 



3?oo 

5,2917625 



6,0507944 

25 oi 53 

825 







826 

824 
829 

825 
828 

827 

826 

828 

828 

827 
820 
845 
819 
83 1 
827 
83 i 
827 

83 1 

829 

829 

832 

830 

83 1 

83 1 
83 o 
8 3 r 

832 




«iSSIt». 
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TABLE TROISIÈME. 


Logarithmes des produits c lt fe~ u dt. 


1 

Logarithme. 

Di J}. p rem 

DJf.IL 

0,00 

9,947 5448 

48846 

3i 1 

0,01 

9,9426602 

48535 

312 

0,02 

9,9378067 

48223 

3o6 

o,o3 

9,9329844 

479 T 7 

3o5 

°>°4 

9,9281927 

47612 

3o3 

0,0 5 

9,92343l5 

47309 

3oo 

o 5 o6 

9,9 1 87006 

47009 

2 97 

0,07 

9,9139997 

46712 

296 

0,08 

9,9090285 

46416 

291 

°>°9 

9,9046869 

46125 

290 

0,10 

9,9000744 

45835 

287 

o,n 

9,8954909 

45548 

287 

0,12 

9.8909361 

45261 

281 

o,i3 

9,8864100 

44980 

280 

0,14 

9,8819120 

44700 

27S 

0,15 

9,8774420 

44422 

2 7 5 

0,16 

9,8729998 

44 1 47 

273 

0,17 

9,868585i 

43S74 

271 

0,18 

9,8641977 

436o3 

269 

°5 1 9 

9,8598374 

43334 

264 

0,20 

9,8555040 

43070 

267 

0,21 

9,8511970 

42803 

258 

0,22 

9,8469167 

42545 

262 

o 5 23 

9,8426622 

422)83 

255, 

0,24 

9,8384339 

42028 

256 

0,25 

958342311 

41772 

252 

0,26 

9 83oo539 

41520 

25i 

0,27 

958259019 

4^69 

2 49 

0,28 

9,8217750 

41020 

245 

0,29 

9,8176730 

40775 

245 

o,3o 

9,8135955 

4o53o 

242 

o,31 

9,8095425 

40288 

23g 

0;32 

9,8o55j37 

40049 

23g 


t 

Logarithme. 

Pi//, prem 

Dijf.lt. 

0,3^ 

9,8 oi 5 o 88 

39810 

235 

^o,3i 

9,7975278 

39576 

236 

o,35 

9,79.35703 

39339 

280 

|o,36 

9,7896354 

39109 

22 Q 

10,37 

9,7857255 

3S88o 

23 o 

o.3S 

9,78 i 83 7 5 

3865o 

226 

0,39 

9?77797 2 ^ 

38424 

223 

0,40 

9,77^1801 

38201 

223 

0,41 

9,7708100 

37978 

219 

0,42 

9,7665i22 

3 77 5 9 

221 

0,43 

9,762736.3 

37533 

215 

0,44 

9,7689825 

37323 

215 

0,45 

9,7 552502 

87108 

214 

0,46 

9,75i 53 9 4 

36894 

208 

°>47 

9,7478500 

36686 

211 

0,48 

9 ? 744!8i4 

36475 

208 

0,49 

9,7405339 

36267 

! 2o 7 

o,5o 

9,7869072 

36o6o 

202 

o,51 

9,7333or2 

35858 

2 o 3 

0,52 

9,7297154 

35655 

201 

o,53 

9,7261499 

35454 

199 

0,54 

9,7226045 

35255 

196 

o,55 

9’7 1 9°79° 

35 o 59 

197 

o,56 

9,7155731 

34862 

195 

0,57 

9,7120869 

34667 

190 

o,58 

9.7086202 

34477 

T 9 T 

0,5g 

9,7051725 

34286 

19 1 

0 60 

9-7° 1 74-^9 

34095 

i85 

0,61 

9,6983344 

33gio 

1S8 

0,62 

9,6949434 

33722 

1 84 

0.63 

9,6915712 

33538 

182 

0,64! 

9,6882174 

33356 

182 

0,651 

9,6848818 

33174 1 

180 


QOS 


t 

0,66 

|o,6? 

| o,6 S 
o,69 
0,70 
o, 7 1 
0/72 
0,73 

°;74 

0.75 

|°>7® 
0,77 
0.78 
0,79 
0,80 
[0,81 
0,82 
o,83 
0,84 
o,85 
0,86 
o ,87 

0,88 
0,89 
0,90 
0,9! 
0,92 
0,93 
|o ,94 
Q,9 5 
0,96 
o,97 
0,98 
o ,99 
i,ço 
i,oi 
1,02 
1,0 3 
1,04 
1 o 5 
1,06 
ï?o7 
r>o8 


Logarithme. 

9,681 5644 
9,6782650 
9,6749835 
9,6717195 
9,6684732 

9,6652^41 
9,6620-825 
9,6588379 
9,65566o3 
6,6524991 
9 ; 64 C )3555 
9,6462278 

9,6431167 

9,6400218 
9,636943 i 
9,63388 o 5 
9,63oS336 . 

9,6278026 

9,6247862 

9,6217873 

9,6188028 

9,6158334 

9,6128792 

9,6099401 

9,6070158 

9,6041063 
9,60 T 2 114 
9,5983311 

g,5954652 

9,5926l35 

9,5897762 

9,5869527 
9,5841434 
9,58 t3477 
9 ,5 7 8566 o 

9,5767977 

9,57.80431 
9,5703017 
9,5675739 
-9,5648591 

9,562i575 
9,5594686 
9,55679^0 


table troisi 



fe M E. 

Logarithme, 

9,554l3oO 

9,5514797 

9,5488420 * 

9,5462168 

9,5436041 

9,5410036 

9 , 5384 i 53 

9,5358392 

9,5332750 

9,5307227 

9,528 824 

9,525 ô 53 9 

9 ,523i36 9 

9 ,52o63o5 

9,5181375 

9 ,5i5655o 

9 ,5r3i838 

9,5107237 

9*5082749 

9,5o5837 i 

9,5034102 

9,5009944 

M9 858 92 

9>49 6i 917 

9,4938110 

9,49 f 4378 

0,4890750 

9,4867227 

9,4843807 

9(4820490 

9i4797'2"4 

9,4774160 

9»'17 5 46 

9.4728201 

9,4705410 

9.4682697 

9,4660077 

9,4637553 

9 £fffi.1l26 

94592794 

9,4576553 

9-4548413 

9 ,452636a 


Dlff. p rem. 

265o3 

26377 

26262 

26127 

26oo5 

25883 

20761 

20642 

25023 

25 jo3 

20280 

26170 

25 o 64 

249.30 

24825 

247 1 2 

24601 

24488 

24678 

24269 

2415s 

24062 

23945 

23837 

23732 

23628 
235^3 
23420 
23317 
23216 
q 3 i 14 
23014 
Q 2 9 l5 
<22816 
22718 

22620 

22524 

22427 
qq332 
22241 
22140 
22051 
| 21957 


WP* 

I 126 
I 25 
iî 5 
122 
122 
1 22 
119 
l1 ^ 

I 20 
.118 
1 15 
106 
i 3 4 

105 
u3 
111 
1 13 

110 

10 9 

111 

106 

107 

108 

io 5 

104 

10 5 
io 3 
io 3 

101 

102 


99 

99 

98 

98 

96 

97 
96 
9 i 

101 

89 

94 

90 .1 

>*52 



LOGARITHMES DES PRODUITS C lt fe"*** dt. 209 


r 

| Logarithme. 

JO.# prcK 

n. 

1 1 ' 

I Logarithme. 

! Di ff- P ren 

t. biff.II. 

i, 5 i 

2 9 4504405 

21867 

93 

f 19 

5 9,3639225 

1 18464 

68 

i, 5 ; 

3 i 9448253S 

21774 

9 1 

I 1 9 1 

5 ' 9,3620761 

18396 

69 

1 & 

f! 94460764 

* 21680 

87 

1 9 ; 

7 9,3602365 

18827 

67 

i. 5 i 

> 9 4409081 

2 i 5 g 6 

98 

i , 9 ! 

5 9,3584008 

18260 

67 

i, 5 é 

) 94417485 

21498 

7 5 

1 - 9 Î 

) 9,3565778 

18193 

65 

ï, 5 ? 

9,4396987 

21423 

9 6 

2,0c 

) 9,3547535 

18128 

66 

1 58 

1 9,4374664 

2 ï 327 

87 

2,01 

9,3529457 

18062 

65 

1 5 g 

1 9,4353237 

21240 

86 

2,02 

! 9,35ri395 

r 7996 

65 

ij6o 

1 9,4331997 

21154 

86 

2 ,o 3 

i 9,3493399 

ï 793 i 

65 

,,6. 

9,4310843 

21068 

86 

2,04 

9,3475468 

17866 

63 

1,62 

9,4289775 

20982 

84 

2 ,o 5 

9,345760a 

17803 

64 

i ,63 

9,4268793 

20898 

86 

2,0 6 

9,34.39799 

l 11^9 

63 

1,64 

9,4247895 

20S r 2 

85 

2,07 

9,3422060 

17676 

63 

i ,65 

9,4227083 

20727 

81 

2,08 

9,3404384 

17613 

64 

1,66 

9,42063 56 

20646 

83 

2,09 

9,338677 I 

*7 s 4 9 

61 

1,67 

9,4185710 

2 o 563 

83 

2,10 

9,3369222 

174S8 

6i 

r,68 

9,4165147 

20480 

80 

2,11 

9,3351734 

I 74 2 7 

61 

i , 6 9 

9,4144667 

20400 

82 

2,12 

9,3334307 

17366 

63 

i, 7 q 

9,4.124267 

203 18 

81 

2 >i 3 i 

9,3316941 

i 73 o 3 

5 9 

1 

9,4103949 

20287 

78 

2,14 

9,3299638 

r 7 2 44 I 

61 

1,72 

9,4083712 

20169 

81 

2 ,i 5 

9,3282394 

17183 

60 

1,73 

: 9,4063553 

20078 

75 

2,16 

9 , 32652 11 

17123 

1 59 

i ,74 

9 , 404347 5 

20003 

85 

2,17 

9,3248088 

17064 

59 

r ,75 

9-4023472 

i 99 i 8 

73 

2,18 

9 - 323 ro 24 

1700S 

59 

1,76 

9,4003554 

19845 

78 

2,19 

9,3214019 

16946 

58 

r ,77 

9,3983709 

19767 

1 77 . 

2,20 

9,3197073 

16888 

58 

1,78 

93963942 

19690 

77 

2,21 

9 , 3 i 8 oi 85 

i 683 o 

57 

i ,79 

9,3944252 

19613 

73 

2,22 

9 : 3 i 63355 

16773 

60 

1,80 

9,3924639 

19540 

77 

2,23 

9,3146582 

1671.3 

54 

1,81 

9,3905099 

19463 

75 

. 2,24 

9,3129869 

16659 

57 

1,82 

9,3885636 

1938S 

74 

’ 2,25 

9 , 3 1 i 32 io 

16602 

57 

i ,83 

9,3866248 

19314 

72 

2,26 

9,3096608 

16645 

' 55 

1,84 

9,3846934 

19242 

?5 

2,27 

9 , 3 o 8 oo 63 

16490 

67 

i ,85 

9,3827692 

ïgiêy 

7 1 

2,28 

9 , 3 o 63573 

16433 

54 

1,86 

9 , 38 o 8525 

19096 

73 

2,29 

9,304*7140 

16879 

55 

1,87 

9,8789429 

19023 

72 

2 , 3 o 

9,0030761 

16824 

55 

1,88 

9,3770406 

l 895 l 

70 

2 , 3 1 

95.3014437 

16269 

54 

1,89 

9,37 5 1455 

l888l 

72 

2,32 

9,2998168 1 

16215 

54 

1,9° 

9,3732574 

I8809 

70 

2,33 

9,2981953 

16161 

54 

1,91 

9,3713765 

i 8739 

68 

2,34 

9,2965792 

16107 

52 

1,92 

9,369502 6 

I 867I 

72 

2,35 

9,2949685 

i6o55 

55 

1,93 

9,3676355 

i 8599 . 

68 

2,36 

9,293363o 

16000 

5 i 

J >94 

9,3657756 

18 53 1 

6 7 

2,37 

9,2917680 

15949 

5 i 


Dd 
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TABLE TROISIÈME. LOGARITHMES etc. 


2,38 

2,09 

2.40 

2 . 4 1 

2.42 

2.43 

2.44 

2.45 

2.46 

2.47 

2.48 
.49 

2 . 5 0 

2 . 5 1 

2.52 

2.53 

2.54 

2.55 

2.56 

2.57 

2.58 
, 5 g 

2.60 

2.61 

2.62 

2.63 

2.64 

2.65 
[2,66 
2,67 
'2,68 
2,69 


Logarithme. 

9,2901681 

9,2885783 

9,2869040 

9,2854147 

9,2838406 

9,28227 l6 

9,2807075 

9,279ï486 

9,2775948 

9,2760459 

95 2 7 45 01 9 

9,2729619 

9,2714287 

9,2698995 

9,26837 53 

9,2668556 

9,2653408 

9,2638309 

9,2623255 

9,2608249 
9,2593290 
9 , 25 7 83 7 8 
9 , 25635 i 2 
9,2548691 
9,2533919 
9,2519188 
9,25o45o5 
9,2489866 
9,2475272 
9,2460721 
9,2446217 
9.24S1756 


\BiJJ. prem. 

15898 
15843 
I 5793 

1 574 1 
I 56 gO 
15641 
1558 g 
i 553 S 
15489 
1 5440 
16400 
i 5332 
15292 
15242 
15197 
15149 
1 5099 
1 5 o 54 
1 5 oo 6 

14959 

> 49 12 

I4866 
14821 
14772 

14731 
14683 

14639 
14594 
1455 l 
14504 
I 446 I 
, 44 i 6 


55 

5 0 
52 

57 

49 
52 

5 1 


49 

49 
40 

48 
40 

5 0 

45 

49 
49 

4 5 

48 
47 

47 

46 

45 

49 
4 1 

48 

44 

4 5 
4 3 

47 
43 
4 5 
4 1 


Logarithme . 

9,2417340 

9,2402965 

9,2388634 
9,2374346 
9 , 236 oioi 
9,2345901 
9,2331740 
9,2317623* 
9 , 23 o 3547 
9,2289612 
9,2275519 
9,2261567 
9,2247656 
9,2233787 
9,2219966 
9,2206168 
9,2192420 
9,2178710 

9,2165041 
9,2151410 
9,2137821 
9,2)124269 
9,2110756 
9,2097284 
9.2083348 
9,2070450 
9,2057090 
9,204.3768 
9,2030484 
J 9,2017238 
3 ,oo 9,200^028 


2.70 

2.7 1 

2.72 

2.73 

2.74 

2.75 
, 2,7 6 

2.77 

2.78 

2.79 

2.80 

2.81 

2.82 

2.83 

2.84 

2.85 

2.86 

2.87 

2.88 

2.89 
2,9° 

2.91 

2.92 
,93 

2-94 

2 > 9 5 

2,96 

2^97 

2,9s 

2 ’99 



^ACCÂbrrtîtÂ 

1 R.Ï)FU.R SCBEXZBjj 

cV/ TOItiy O . 


D //7 /»««• 

I4S75 

14331 

14288 

14245 

14200 

14161 

I 4 II 7 

14076 

14035 
13993 
i 3 g 52 
i 3 9 i 1 
1586 g 
i 382 i 
i 3798 
13748 
13710 
13669 
1 363 i 
1358 g 
i 3552 
i 35 i 3 
j 3472 
i 3436 
i 33 9 8 
i 336 o 
i 3322 
13284 
13246 
i 32 io 


Biff.lT. 

44 

43 

4 3 

45 

39 

44 
4 1 


4 1 

42 

4 1 

4 1 

42 

s 

5 o 

38 


4 1 

38 


.42 

37 

39 

4 T 

36 

38 
38 
38 
38 
38 
36 


. 















































